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ABSTRACT
The S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  i s  
e x t e n d e d ,  a n d  t h i s  e x t e n d e d  p r i n c i p l e  i s  e m p l o y e d  i n  t h e  
c o n s t r u c t i o n  o f  a  s h e l l  t h e o r y .
The e x t e n s i o n  o f  t h e  p r i n c i p l e  i s  a c c o m p l i s h e d  by 
t h e  u s e  o f  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s ,  a n d  a  r e d e f i n i t i o n  o f  
t e r m s  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  o r i g i n a l  g e n e r a l i t y  o f  
t h e  p r i n c i p l e .  The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  e x t e n d e d  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  p r o v i d e ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  
o b t a i n e d  i n  t h e  o r i g i n a l  p r i n c i p l e ,  e l a s t i c  an d  p l a s t i c  
k i n e m a t i c  r e l a t i o n s ,  a n d ,  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  c o n s t i ­
t u t i v e  r e l a t i o n s .  A l s o ,  t h e  E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  
o r i g i n a l  p r i n c i p l e  a r e  o b t a i n e d  i n  a  p h y s i c a l l y  m o r e  
m e a n i n g f u l  f o r m .  E x a m p le s  a r e  g i v e n  w h ic h  show how t h i s  
p r i n c i p l e  c a n  b e  a p p l i e d  t o  v a r i o u s  c l a s s i c a l  m o d e l s  
whose  f o r m u l a t i o n  i s  w e l l  known.
A s h e l l  t h e o r y  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  e x t e n d e d  v a r i ­
a t i o n a l  p r i n c i p l e  by  i n t e g r a t i n g  t h e  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
e q u a t i o n s  a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s h e l l .  T e n s o r  
n o t a t i o n  a n d  t h e  t h e o r y  o f  s u r f a c e s  i n  c u r v a l i n e a r  c o ­
o r d i n a t e s  a r e  u s e d .  The d e r i v e d  t h e o r y  i s  " e x a c t "  
w i t h i n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  s h i f t e d  d i s p l a c e m e n t s  and  
v e l o c i t i e s  v a r y  l i n e a r l y  a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  . 
s h e l l .
A c o m p l e t e  s e t  o f  s h e l l  e q u a t i o n s  i s  d e r i v e d ,  
i n c l u d i n g  momentum e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  i n t e r ­
n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  e n t r o p y  b a l a n c e ,  c o n s t i t u t i v e  
r e l a t i o n s ,  a n d  some t y p i c a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  An 
a p p l i c a t i o n  i s  a l s o  g i v e n  w h ich  s h o w s  how t h e  d e r i v e d  
e q u a t i o n s  r e d u c e  t o  t h e  c l a s s i c a l  e q u a t i o n s  f o r  a  s p e c i a l  
c a s e  o f  an  e l a s t i c  s h e l l .
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1CHAPTER 1 
INTRODUCTION
The p u r p o s e  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  t o  e x t e n d  t h e  
S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  [ l ] 1 v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e ,  a n d  t o  
e m p l o y  t h i s  e x t e n d e d  p r i n c i p l e  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a 
s h e l l  t h e o r y .  The S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e  p r o v i d e s  a  u n i f y i n g  b a s i s  f o r  many o f  t h e  p r e ­
v i o u s l y  d e v e l o p e d  c o n t i n u u m  t h e o r i e s ,  s u c h  a s  e l a s t i c i t y ,  
p l a s t i c i t y  a n d  d i s l o c a t i o n  t h e o r y .  T h i s  p r i n c i p l e  
t h u s  i n t e r r e l a t e s  t h e  m i c r o s c o p i c  an d  m a c r o s c o p i c  
p h e n o m e n a  i n  e l a s t i c - p l a s t i c  b e h a v i o r ,  a n d ,  l i k e  a l l  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e s ,  i t  h a s  t h e  a d v a n t a g e  o f  p e r m i t ­
t i n g  a  d i r e c t  a p p r o a c h  t o  t h e  e x a c t ,  o r  a p p r o x i m a t e ,  
s o l u t i o n  o f  p r o b l e m s .
The S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  t h e o r y  i s  f o r m u l a t e d  by  t h e  
i n t r o d u c t i o n  o f  n i n e  a d d i t i o n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  f o r  
t h e  m a t e r i a l  m o d e l ;  i . e . ,  n i n e  more  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  
t h a n  i n  t h e  c l a s s i c a l  t h e o r y  o f  e l a s t i c i t y  a n d  t h r e e  
m ore  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  t h a n  i n  t h e  o r d i n a r y  t h e o r y  o f  
p l a s t i c i t y .
1 Numbers  i n  b r a c k e t s  d e s i g n a t e  r e f e r e n c e s .
The new d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a r e  i n t r o d u c e d  by  a  
s e c o n d - o r d e r  t e n s o r ,  A, w h i c h  t o g e t h e r  w i t h  i t s  f i r s t -  
o r d e r  c o v a r i a n t  a n d  t i m e  d e r i v a t i v e s  b e co m e  a d d i t i o n a l  
a r g u m e n t s  i n  t h e  L a g r a n g i a n  an d  s e r v e  a s  p a r a m e t e r s  i n  
d e f i n i n g  t h e  s t a t e  o f  t h e  m ed ium .
I n  a  more  r e c e n t  p a p e r ,  S edov  [ 1 5 ]  d i s c u s s e s  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  i n t r o d u c i n g  a d d i t i o n a l  o r d e r s  o f  d e r i v a ­
t i v e s  o f  t h e s e  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s ,  a n d  o f  t h e  d i s p l a c e  
m e n t  g r a d i e n t s ,  i n  o r d e r  t o  i n c l u d e  new a n d  e v e n  more  
c o m p l i c a t e d  m o d e l s .  F o r  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  h o w e v e r ,  
t h e  f i r s t  o r d e r  o f  d e r i v a t i v e s  w i l l  b e  s u f f i c i e n t  t o  
p r o v i d e  t h e  l i n k  b e t w e e n  t h e  t h e o r y  o f  d i s l o c a t i o n s  an d  
p l a s t i c i t y .
C h a p t e r  2 d i s c u s s e s  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l ­
i z e d  m o d e l  o f  c o n t i n u o u s  m e d i a .  The d e f i n i t i o n s  and  
e q u a t i o n s  u s e d  by S e d o v  a n d  B e r d i c h e v s k i i  i n  t h e i r  
d e v e l o p m e n t  a r e  p r e s e n t e d  a n d  e l a b o r a t e d  u p o n  i n  o r d e r  
t o  p r e s e n t  a  c o m p l e t e  b a s i s  f o r  t h e  s u b s e q u e n t  
d i s c u s s i o n .
I n  C h a p t e r  3 a t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e  i s  e x t e n d e d  u s i n g  t h e  m e t h o d s  o f  W a s h i z u  [ 1 7 ] 
The  E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h i s  e x t e n d e d  v a r i a t i o n a l :  
p r i n c i p l e ,  i n c l u d e ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h o  E u l e r  e q u a t i o n s
3o b t a i n e d  f r o m  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  p r i n c i p l e  i n  
C h a p t e r  2 ,  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n s  
a s  w e l l  a s  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s .
The g e n e r a l i z a t i o n  o f  C h a p t e r  3 i s  n e i t h e r  u n i q u e  
n o r  t h e  m o s t  g e n e r a l  p o s s i b l e .  F o r  i n s t a n c e ,  t h e  v a r i ­
a t i o n a l  p r i n c i p l e  c o u l d  h a v e  b e e n  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  
k i n e m a t i c  r e l a t i o n s  f o r  t o t a l  s t r a i n  a n d  c o n s t i t u t i v e  
r e l a t i o n s  f o r  t h e  d i s l o c a t i o n  t e n s o r s .  H o w e v e r ,  t h e  
g e n e r a l i z a t i o n  was c o n f i n e d  t o  t h e  f o r m  g i v e n  i n  
C h a p t e r  3 i n  o r d e r  t o  p e r m i t  i n s i g h t  i n t o  t h e  p h y s i c a l  
m e a n i n g  o f  many o f  t h e  q u a n t i t i e s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  
S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  t h e o r y .
C h a p t e r  3 a l s o  sh o w s  how t h e  e x t e n d e d  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e  c a n  b e  a p p l i e d  t o  some o f  t h e  c l a s s i c a l  
m o d e l s  s u c h  a s  a n  e l a s t i c  b o d y ,  a n  e l a s t i c - p l a s t i c  body  
a n d  a n  e l a s t i c  body  w i t h  c o u p l e  s t r e s s e s .
C h a p t e r  4 r e v i e w s  t h e  d e f i n i t i o n s  a n d  e q u a t i o n s  o f  
t h e  g e o m e t r y  o f  a  s u r f a c e  a s  a  p r e l i m i n a r y  s t e p  t o  t h e  
d e r i v a t i o n  o f  a  s h e l l  t h e o r y .  The e q u a t i o n s  r e q u i r e d  i n  
o r d e r  t o  i n t e g r a t e  t e r m s  i n v o l v i n g  s e c o n d  r a n k  t e n s o r s  
a r e  d e r i v e d .  I n  a d d i t i o n ,  s i m i l a f  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  
t h i r d  r a n k  t e n s o r s  a r e  a l s o  d e r i v e d .  The e q u a t i o n s  i n  
C h a p t e r  4 p r o v i d e  t h e  n e c e s s a r y  g e o m e t r i c  r e l a t i o n s h i p s
w h ic h  a r e  u s e d  i n  t h e  s h e l l  e q u a t i o n  d e r i v a t i o n s  o f  
C h a p t e r  5-
C h a p t e r  5 a p p l i e s  t h e  e x t e n d e d  v e r s i o n  o f  t h e  
S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  i n  t h e  d e r i v a ­
t i o n  o f  a  s h e l l  t h e o r y .  The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  a r e  i n t e g r a t e d  t o  p r o v i d e  t h e  
e q u a t i o n s  o f  momentum, r e l a t i o n s  p e r t a i n i n g  t o  t h e  
i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  e n t r o p y  b a l a n c e ,  c o n s t i t u ­
t i v e  r e l a t i o n s ,  and  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n  t e r m s  o f  
s h e l l - t y p e  q u a n t i t i e s  s u c h  a s ,  s t r e s s  r e s u l t a n t s ,  e t c .
The o n l y  a s s u m p t i o n  made i n  t h i s  d e r i v a t i o n  i s  i n  
t h e  f o r m  o f  t h e  s h i f t e d  d i s p l a c e m e n t s  and  v e l o c i t i e s .
A l i n e a r  v a r i a t i o n  i n  t h e  n o r m a l  d i r e c t i o n  i s  a s s u m e d  
and  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  n o r m a l  f i b e r s  i s  i n c l u d e d .  The 
t h e o r y  d e v e l o p e d  i s  " e x a c t ” w i t h i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n .  
The e q u a t i o n s  d e r i v e d  a g r e e  w i t h  c l a s s i c a l  s h e l l  t h e o r y  
when s p e c i a l  c a s e s  a r e  c o n s i d e r e d .
One o f  t h e  c o n s e q u e n c e s  o f  t h i s  f o r m u l a t i o n  i s  t h a t  
t h e  s o - c a l l e d  " s i x t h  e q u a t i o n "  [ 1 2 ] ^  o f  c l a s s i c a l  s h e l l  
t h e o r y  i s  o b t a i n e d  d i r e c t l y .  T h i s  d e r i v a t i o n  i s  s i m i l a r  
t o  N a g h d i ’ s i n  R e f .  12  e x c e p t  t h a t  N a g h d i ’ s i n t e r e s t  i n
1 N a g h d i  d i d  n o t  c o n s i d e r  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  
n o r m a l  f i b e r s  i n  t h i s  w o r k .
5t h i s  p a p e r  i s  i n  t h e  c l a s s i c a l  e l a s t i c  e f f e c t s  o n l y  and  
t h e r e f o r e  h e  s e t s  t h e  c o u p l e  s t r e s s  t e r m s  e q u a l  t o  z e r o  
b e f o r e  c o m p l e t i n g  a  s h e l l  t h e o r y  i n c l u d i n g  c o u p l e  
s t r e s s e s .
6CHAPTER 2 
THE SEDOV-BERDICHEVSKII THEORY
I n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l i z e d  
m o d e l  o f  c o n t i n u o u s  m e d i a  a r e  p r e s e n t e d .  The d e f i n i n g  
p a r a m e t e r s  o f  t h e  m o d e l  and  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  g e n ­
e r a l i z e d  f i e l d  e q u a t i o n s  by means  o f  a  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e  a r e  sh o w n .  The d e f i n i t i o n s  a n d  f i n a l  e q u a ­
t i o n s  a r e  f ro m  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  p a p e r  [ l U . The 
d e r i v a t i o n  and  i n t e r m e d i a t e  s t e p s  w e r e  a d d e d  by  t h e  
a u t h o r  i n  o r d e r  t o  c l a r i f y  t h e  r e s u l t s  a n d  p r e s e n t  a  
c o m p l e t e  t h e o r y  u n d e r  o n e  c o v e r .  A l s o  t h e  a p p l i c a t i o n s  
o f  t h e  e q u a t i o n s  i n  s u b s e q u e n t  c h a p t e r s  do  n o t  a l w a y s  
s t a r t  f ro m  t h e  f i n a l  f o r m .
D e f i n i n g  P a r a m e t e r s
The m o t i o n  o f  a  m edium i s  d e f i n e d  w i t h  r e s p e c t  t o  
a n  o b s e r v e r ’ s f r a m e  i n  s p a c i a l  c o o r d i n a t e s  x 01, t i m e  
c o o r d i n a t e  t ,  a n d  b a s i s  g . The m o t i o n  o f  t h e  medium
(X
i s  a l s o  d e f i n e d  i n  a  co m o v in g  f r a m e  w i t h  L a g r a n g i a n  
c o o r d i n a t e s  5 ^ ,  t i m e  t ,  a n d  b a s i s  g  .
r
The law  o f  m o t i o n  o f  t h e  medium i s  d e t e r m i n e d  by  
t h e  e q u a t i o n
( ; 1 . i )
7I n  t h i s  c h a p t e r  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  l o w e r  
G r e e k  l e t t e r s ,  a , 8 , Y ,  e t c .  r e p r e s e n t  s p a c i a l  c o o r d i n a t e s ,  
w h i l e  t h e  m i d d l e  l e t t e r s ,  £ , y , v ,  e t c .  r e p r e s e n t  
L a g r a n g i a n  c o o r d i n a t e s .  A l l  I n d i c e s  r a n g e  f r o m  1 t o  3.  
A l s o  a  r e p e a t e d  i n d e x  w i l l  b e  u s e d  t o  i n d i c a t e  su m m at io n  
o v e r  t h i s  r a n g e .
The b a s e  v e c t o r s  i n  t h e  tw o  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  a r e  
r e l a t e d  by  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s
-  e |
> ( 2 . 2 )
r v _ 1
c e '  '
The  c o n t r a v a r i a n t  a n d  c o v a r i a n t  b a s e  v e c t o r s  a r e  r e l a t e d  
by  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m e t r i c  t e n s o r ,
~ ''U 8 , „ „ s
g v = S y p S  Sa  -  g aBg  ( 2 . 3 )
w h e r e  g and  g „ a r e  t h e  c o v a r i a n t  c o m p o n e n t s  o f  t h eV|i oc p
m e t r i c  t e n s o r  i n  t h e  L a g r a n g i a n  and  s p a c i a l  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  r e s p e c t i v e l y .  The m e t r i c  c o m p o n e n t s  a r e  r e l a t e d  
by
S.M = E 0.SXV V  i 2 A )
a  = 9 x a  
 ^ v " 3 £ V
8An i n v a r i a n t  A c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  i t s  
c o m p o n e n t s  a s
.  . a  ~ y  a v  ~  ~ y  / -> c  \A = A g g  = C g g . ( 2 . 5 )
y f e a to y e v &
The c o m p o n e n t  r e p r e s e n t a t i o n ,  Aa , b e h a v e s  a s  a  v e c t o r  
u n d e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e i t h e r  t h e  s p a c i a l  f r a m e  o r  t h e  
L a g r a n g i a n  f r a m e .  The c o m p o n e n t s ,  ^ Vy j b e h a v e  a s  a 
s e c o n d  r a n k  t e n s o r  u n d e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  
L a g r a n g i a n  f r a m e .  The  q u a n t i t i e s ,  Aa , a n d ,  Cv ,  a r er  r*
m e r e l y  d i f f e r e n t  ways o f  e x p r e s s i n g  t h e  same t e n s o r  A. 
The m e t r i c  t e n s o r  G c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h i s  way a s
G = gagg°g3 = xayg a£y = £yvgygV. ( 2 . 6 )
The c o m p o n e n t s ,  Aa y , i n  t h i s  c a s e  become t h e  d i s p l a c e ­
m e n t  g r a d i e n t s ,  x a y .
The c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e s  o f  A c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  
t e r m s  o f  t h e  c o m p o n e n t s ,  Aa y , a s
3A^
A0 | =  ^  + T ^A'Y -  f  XAg , £ V ( 2 . 7 )y | a  gx a ay  y yv a
o r
9Ae = ! i_ y .  + r  3aY a _ r XAe ( 2 . 8 )
y | v  3g.v ay y v jjv A
w h e r e  r  „Y a n d  ? * a r e  d e f i n e d  bydp ]iV
= r Ye- and ^  = f  Ag ( 2 . 9 )
3 x e otg y  a n d  3 ? v  y v  S X
W i t h  t h e s e  d e f i n i t i o n s  an d  t h e  i n v a r i a n t  r e l a t i o n s h i p s
C 2 . 1 0 )
8x 3 5 u
i t  c a n  b e  show n  t h a t
»3 Ay a  fi r 0 n \A v |c,S6S S = A M|vg sg g ( 2 .1 1 )
o r  e q u i v a l e n t l y ,
A3 I = a 3 , EV . ( 2 . 1 2 )y I a  y I a
The t i m e  d e r i v a t i v e ,  DA, i s  d e f i n e d  by  a s s u m i n g  
t h a t  t h e  L a g r a n g i a n  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  L a g r a n g i a n  b a s i s  
g^  a r e  c o n s t a n t  w i t h  t i m e .  Thus  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  o f  
A i s
10
DA = d t (a > ^ )  -  DA“ Mg a £ ' ( 2 . 1 3 )
w h e r e
DA'a
dA a
+ r„ ,a A6 . .vYy d t  6y y
( 2 . 1 4 )
a n d  v Y = d x Y/ d t  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  v e l o c i t y  o f  a  
p o i n t  o f  t h e  medium.
The d e f i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  t h e  m ed ium  c a n  now be  
s u m m a r i z e d  a s  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  i n v a r i a n t s .
av  = v g a ,
A ■ * > /  -
3A
y
, DA, S ,  L ( P )
( 2 . 1 5 )
w h e r e  v i s  v e l o c i t y ;  G, t h e  m e t r i c  t e n s o r ;  S ,  e n t r o p y ;  
a n d  a  s e t  o f  t e n s o r s  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  t h e  p h y s ­
i c a l  a n d  g e o m e t r i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  m e d iu m .  I n c l u d e d  
i n  t h e  s e t ,  a r e  t h e  c o n s t a n t s  o f  t h e  c o n s t i t u t i v e
e q u a t i o n s  an d  a n  i n i t i a l  m e t r i c  t e n s o r ,  &.
P h y s i c a l  P a r a m e t e r s
W i th  t h e  e x c e p t i o n  o f  A a n d  I t s  d e r i v a t i v e s ,  t h e  
a b o v e  s e t  o f  p a r a m e t e r s  i s  t h e  same a s  i n  c l a s s i c a l  
e l a s t i c i t y .  The p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e  t e n s o r ,  A, i s  
d e f i n e d  a s  f o l l o w s .  I f  a  p a r t i c l e  w i t h  L a g r a n g i a n  c o o r ­
d i n a t e s ,  , i s  r e m o v e d  f r o m  t h e  body  a n d  r e l e a s e d  f r o m
e x t e r n a l  f o r c e s ,  t h e  b a s e  v e c t o r s ,  g v , c o n v e r t  t o  a  new
d e f o r m a t i o n  a n d  t h e  f o l l o w i n g  p h y s i c a l  p a r a m e t e r s  may b e  
d e f i n e d .  The  e l a s t i c  s t r a i n  t e n s o r  may b e  w r i t t e n  a s
s t a t e  d e f i n e d  by  g ^ .  T h i s  d e f o r m a t i o n  i s  d e f i n e d  by  t h e  
t e n s o r ,  A.
( 2 . 1 6 )
/>> \)
T h u s ,  t h e  c o m p o n e n t s ,  C , o f  A d e s c r i b e  t h e  e l a s t i c
( 2 . 1 7 )
w h e r e  g i s  t h e  m e t r i c  i n  t h e  s t r e s s  f r e e  s t a t e  a n d  i s
r *'
r e l a t e d  t o  g by
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The p l a s t i c  s t r a i n  t e n s o r  i s
■(P) = ^
'y v  2 \ b yv  s y v / ‘ ( 2 . 1 9 )
The  p l a s t i c  s t r a i n  r a t e  t e n s o r  i s
( p )
; ( P )  = ^  g  R (Aa DAg +A6 DA01 ) .  ( 2 . 2 0 )yv d t  2 fau 3 \  y v v y /
The e l a s t i c  s t r a i n  g r a d i e n t  t e n s o r  i s
: ( e  
'yv  I X
3 3
I  Sc.6 (A V " W  X+A"-AV “ p | J ( 2 . 2 1 )
The d i s l o c a t i o n  d e n s i t y  t e n s o r  c a n  b e  d e f i n e d  i n  
t e r m s  o f  t h e  t e n s o r ,  A, by t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n i n g .  L e t  
a  c l o s e d  c i r c u i t ,  L ,  i n  t h e  b o d y  be  r e p r e s e n t e d  by
0 d r  = 0 . ( 2 . 2 2 )
I f ,  a f t e r  t h e  d e f o r m a t i o n  d e f i n e d  by  A, t h e  v e c t o r ,  d r ,
£
b e c o m e s  d r ,  t h e  c l o s e d  c i r c u i t ,  L ,  i n  t h i s ,  c a s e  i s  n o t  
n e c e s s a r i l y  z e r o ,  b u t  i s  e q u a l  t o  t h e  B u r g e r ' s  v e c t o r ,  ft.
b = 0 d r  = 0 * u ( 2 . 2 3 )
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W i t h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 1 6 ) ,  t h i s  becom es
b =
( 2 . 2 4 )
By t h e  u s e  o f  S t o k e ' s  T h e o r e n ^  t h e  l i n e  i n t e g r a l  c a n  be 
c o n v e r t e d  t o  t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  a n d  e q u a t i o n  ( 2 . 2 4 )
b e c o m e s
b = SW V * ° v | „ V . ,to ( 2 . 2 5 )
4  4
a
w h e r e  n ffl a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  n o r m a l  v e c t o r ,  and
w h e r e  i s  t h e  f u l l y  a n t i s y m m e t r i c  t e n s o r ,  a n d  i s
''Pe q u a l  t o  l / g *  f o r  e v e n  p e r m u t a t i o n s  o f  t h e  i n d i c e s .  
The  d i s l o c a t i o n  d e n s i t y  t e n s o r  i s  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  
t h e  l i m i t  o f  t h e  B u r g e r ' s  v e c t o r  o v e r  a n  a r e a  do  a s  do 
a p p r o a c h e s  z e r o .
db ~ 2S  n  g ,  d a  w A
( 2 . 2 6 )
The  d i s l o c a t i o n  d e n s i t y  t e n s o r  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n  a s
$u)A _ 1 £0)pvRA fla 
S "  2 £ B a A v hi ( 2 . 2 7 )
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w h e r e  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 2 5 ) an d  e q u a t i o n  
( 2 . 1 6 ) w e r e  u s e d ,  a n d  BAa  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
r e c i p r o c a l  o f  A. A t h i r d  r a n k  t e n s o r  c a n  a l s o  b e  
d e f i n e d  a s
S A = BA Aa r , n . ( 2 . 2 8 )yv  a  [ v | y ]
T h i s  w i l l  b e  u s e d  a s  a n  a l t e r n a t e  f o r m  o f  t h e  d i s l o c a ­
t i o n  t e n s o r .
N e x t  t h e  t e n s o r ,  i t  = tt v g ^ g ^  i s  d e f i n e d  a s
l  = = <2 -29>
P ro m  t h i s  d e f i n i t i o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  ir c a n  b e  w r i t t e n  
a s
t t  = B DA? ( 2 . 3 0 )yv  y a  v
T h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  i s  t h e n  t h e  
a n t i s y m m e t r i c  p a r t  o f  o r
V  " " [ y v ] (2.31)
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w h i l e  t h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f  ir i s  t h e  p l a s t i c  s t r a i n
r
r a t e  t e n s o r  l n  e q u a t i o n  ( 2 . 2 0 )
e ^  = tt > . .  ( 2 . 3 2 )yv ( y v )
The p a r e n t h e s e s  a r e  u s e d  t o  d e n o t e  s y m m e t r y  w i t h  r e s p e c t  
t o  y , v .
A V a r i a t i o n a l  P r i n c i p l e
The v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e ,
A d x d t  + <S^ W + 6 ^W* = 0 , ( 2 . 3 3 )
V t .
i s  u s e d  t o  d e v e l o p  t h i s  t h e o r y .  I n  t h i s  e q u a t i o n ,  A i s  
t h e  L a g r a n g i a n ,  d t  i s  a  v o lu m e  e l e m e n t ,  a n d  c a n  be 
w r i t t e n  a s
d r  = = y / g  d x 1 d x 2 d x 3 , ( 2 . 3 4 )
w h e r e  g  i s  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  g ^ v and-.g.  i s  t h e  d e t e r m i ­
n a n t  o f  g a g* I n - e q u a t i o n  -(2'. 33)*  V i s  a n  a r b i t r a r y  
v o l u m e ,  6 ^  i s  an  i n t e g r a l  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  v a r i a ­
t i o n s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  on t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  f o u r
16
d i m e n s i o n a l  d o m a in  V t .  <5^ W# i s  a  p r e s c r i b e d  f u n c t i o n a l  
w h i c h  d e s c r i b e s  e x t e r n a l  a c t i o n s  a n d  i n t e r n a l  i r r e v e r s ­
i b l e  e f f e c t s .
The v a r i a t i o n ,  6 ^ (  ) ,  i s  d e f i n e d  a s
w h e r e  6 ( ) i s  a  v a r i a t i o n  t a k e n  a t  c o n s t a n t  t ,  a n d  <St i s  
a n  i n f i n i t e s i m a l  s h i f t  o f  t i m e .
The f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  d e f i n e  t h e  v a r i a t i o n s  o f  
t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r s  a n d  a r e  u s e d  t o  c a r r y  o u t  t h e  
i n d i c a t e d  v a r i a t i o n  i n  t h e  f i r s t  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 3 3 ) - 
The L a g r a n g i a n  i s  a s s u m e d  t o  be  a  f u n c t i o n  o f  s i x  q u a n ­
t i t i e s  w h i c h  a r e  v a r i e d  a n d  o f  t h e  p h y s i c a l  a n d  g e o m e t r i c  
r e l a t i o n s h i p ,  L (p ) >  w h i c h  a r e  h e l d  c o n s t a n t .
I n  t h i s  e q u a t i o n ,  a  r e p r e s e n t s  t h e  i n v a r i a n t  f o r m  o f  t h e  
d i s l o c a t i o n  t e n s o r .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  o n l y  d e p e n ­
d e n c y  o f  t h e  L a g r a n g i a n  on  t h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  A 
i s  t h r o u g h  t h e  d i s l o c a t i o n  t e n s o r .
6 X( ) = 6 ( ) + D( ) 6 t ( 2 . 3 5 )
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The v a r i a t i o n  o f  e a c h  o f  t h e s e  p a r a m e t e r s  c an  b e  
e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  t h r e e  i n d e p e n d e n t  v a r i a t i o n s ,  
S x “ 6Aa , 6 S a s  f o l l o w s :
Sv = D6 x ga
6'G = x e y ( 6 x a ) | e g a g y
6A = 6A a  ' 'y
6 (D A )  = D((SAa y ) g a £ U
6 S = <5S
y  ( 2 . 3 7 )
The l a s t  e q u a t i o n  o f  ( 2 . 3 7 )  comes f r o m  t h e  d e f i n i t i o n ,  
( 2 . 2 8 ) 3  w h ic h  y i e l d s
-  < BV “ [ v | y ] ) - (2.38)
T h i s  c a n  be  w r i t t e n  a s
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6SmvA - B* , ( « " [ » ) I  „] + 4bV “ cv|m]- <2-39)
I n  e q u a t i o n  ( 2 . 3 9 ) ,  c a n  be  w r i t t e n  a s
s ( o A A01. )  = BA 6 A°\ + 5BA Aa . = 0 ,  ( 2 . 4 0 )\  a  XJ a X a X
o r
6 BA = - B A BwQ6Ae . ( 2 . 4 1 )a  a  0 a)
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 2 . 4 1 )  i n t o  ( 2 . 3 9 )  a n d  m a k in g  u s e
o f  e q u a t i o n  ( 2 . 2 8 ) y i e l d s
SS A = BA (sAa r Y  i  -  S ,WBA SAa  ( 2 . 4 2 )yv a \  [ v / | y ]  yv a  w
w h i c h  i s  t h e  l a s t  e q u a t i o n  o f  t h e  s e t ,  ( 2 . 3 7 ) «
I n  a d d i t i o n  t o  t h e  v a r i a t i o n s  o f  t h e  d e f i n i n g  
p a r a m e t e r s ,  i t  i s  a l s o  n e c e s s a r y  t o  v a r y  t h e  vo lum e
e l e m e n t ,  d x .  T h i s  c a n  b e  p u t  i n  t e r m s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t
v a r i a t i o n ,  Sxa, by
61dx = ( V ^ l a  dT (2.43)
19
The f i r s t  t e r m  o f  e q u a t i o n  ( 2 . 3 3 )  c a n  b e  w r i t t e n
a s
V
A dxdt  =
V
(<5A + 6 t ) d x d t  +
V
A6 1 ( d x ) d t
( 2 . 4 4 )
The t i m e - i n d e p e n d e n t  v a r i a t i o n ,  6A, c a n  b e  w r i t t e n  a s
<SA = 6 Aa + —  <SDAa + 3A— 6S X
.a  V 9DAa  y a!! ^ yv3A y y
as.yv
3A ~ a , 3A . a , 3A
+  ------------  6 X  +  ----------- O V  +  TTrT o S .a p  ^ a 3S ( 2 . 4 5 )3x
y
3v
T h e s e  v a r i a t i o n s  c a n  b e  p u t  i n  t e r m s  o f  t h e  i n d e p e n d e n t  
v a r i a t i o n s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 2 . 3 7 ) *  They  c a n  a l s o  be  
m a n i p u l a t e d  t o  p r o v i d e  t o t a l  v a r i a t i o n s ,  ( S ^ ) ,  on t h e  
b o u n d a r y .  The f i r s t  a n d  l a s t  t e r m s  on  t h e  r i g h t  s i d e  
o f  e q u a t i o n  ( 2 . 4 5 )  r e m a i n  u n c h a n g e d ,  w h i l e  t h e  o t h e r  
t e r m s  becom e
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— —  6DAa = D a  vi3DA
y
— —  finAa a  1 y3 DA y
-  D| — —  ) fiAa 
l3DA I »




6 S X A yv
yv
/~ vyA  3 \  . .  , c  wvc< y^A * naI a  H 7T x  ■> )io  fit + cr, S B oA , \  vy  A/ 3 A vo) a  y ’
( 2 . 4 7 )
w h e r e
2 yA 3A 
yA
A l s o  j
_ M _  Sx“ = _ 3 A _ x e a  .  J L , 8  Sx“ 
»x“  » \ » x °  » 1 ) \ t  ( s x “ u V | S
8A
3x a
3 j, ai  x mDx
I s
fit ( 2 . 4 8 )
3A
3v
- a  _ 3A ~ a  n  3A - a  _ |  3A a l
« Sv = D [ ^ S i X J ' D ^ Sx - DL ^ v J s t -
( 2 . 4 9 )
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A d e t a i l e d  d e r i v a t i o n  o f  ( 2 . 4 7 )  I s  g i v e n  I n  A p p e n d ix  A. 
The t e c h n i q u e  i s  s i m i l a r  f o r  ( 2 . 4 6 ) ,  ( 2 . 4 8 ) ,  and  ( 2 . 4 9 ) .
The  l a s t  t e r m  i n  e q u a t i o n  ( 2 . 4 4 )  c a n  be  m a n i p u l a t e d  
i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .  I t  becom es
V r
A6 ^ ( d x ) d t  =
V J t .
>
[(ASl X“ ) | 0 - A| a 6 x “ - A| a v “ 6 t ] d T d t -
( 2 . 5 0 )
The f u n c t i o n a l ,  S^W*, i s  d e f i n e d  a s
P96S + V 5l x “ _ T a 6 C«x“ ) | g  -  QV\ a M \
-  « l,VX( V 6 A“ v ) | X  + W t j d T d t , ( 2 . 5 1 )
8 A u vw h e r e  0 i s  t h e  a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e ,  a n d  P a , x a ,Q , 
Q^v \ n  a r e  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  a n d  s t r e s s e s .  By t h e  
u s u a l  m a n i p u l a t i o n * e q u a t i o n  ( 2 . 5 1 ) c a n  b e  r e a r r a n g e d  a s
6 -jW# =
V
L e s s  + ( p a  + t a e | S) « x “ ( C o n t 1d)
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♦ ( - ^  ♦ 5' " % )  V 5A“v +
[ f ov«  + N ♦ ( Ta» v «  ♦ ^ ^ % u x “ , ) | e 3 « j d x a t
t e 6 nx a  + QyvAx 6 ,B  fi Aa | n fld a d t . a 1 A p a  1 vj S
( 2 . 5 2 )




(Sa V °  + 3 V 0<lt
+ P'v
[ j a 6 l x “ A] dx ( 2 . 5 3 )
w h e r e  p i s  t h e  d e n s i t y  o f  t h e  m ed iu m  a n d  i s  a  f u n c t i o n  
o f  t h e  L a g r a n g i a n  c o o r d i n a t e s  o n l y .
The f o l l o w i n g  l i s t  o f  d e f i n i t i o n s  h a v e  b e e n  u s e d  t o  
f a c i l i t a t e  t h e  w r i t i n g  o f  t h e  c o m p l e t e  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e .
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a j  = -  x 3,. -  Afi^ 3 ( 2 . 5 * 0
X
y
a  y 3xa  a
® =  a  3  +  t  3 ( 2 . 5 5 )P a  a
-yvA = -yvA + §yvA ( 2 > 5 6 )
J . .  = - A :  f 4 )  ( 2 . 5 7 )a  3 v a  \ p
J  „ = A*.. — V  ( ± )  ( 2 . 5 8 )a3 3y 3DAa Vp
The c o m p l e t e  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  i s
t 0
r r 2
V J t l
-  ’ “ a + P a 8 1» + Fa ) {x“
(-SA. + ( s / V  )
\ d A a \  X a / |
A
+ d “ VS -  pd M A -
v  X v u  a  U d A
y  ' \  y .
-  QVyB + Q VyA| , B  6 Aa ^  v a  ^  | A v a /  y
( C o n t ' d )
+ ( H + p 0) « s
+ (p d (A .  V“J  _ a 6 p j  da“ 'j+(’SVM^  \ y d t  \ p  a  a0 y /  V x evy X
+ p e v a  + Q,ivAu x a . )  + N + F va ) s t l d T d t  *  yv ; / jR a  j  J
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£
j ( -  p06 + p / K v 01
♦ ( -  ^  + 5 x V v . M V s H
V
"fc t
j p ( - J a « a ) t 2 Sl * °  + ( - J a 6 +i a 6 ) t 2
=  0 . ( 2 . 5 9 )
The f o u r  s e t s  o f  E u l e r  e q u a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e  i n d e p e n d e n t  v a r i a t i o n s  o v e r  t h e  f o u r - d i m e n s i o n a l  
v o lu m e  a r e
6 x a : - p D J  + p ^ i 0 + F  = 0K a  * a  $ a ( 2 . 6 0 )
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6A“  : 3A- + f a ,  MVBX )  + SM 8Aa  \  A o / | v " VS ' ' b ’1 A va) a
( 2 . 6 1 )
S S : | |  +  p 6  =  0  ( 2 . 6 2 )
s t :  '  ®  ( r  -  a B | , j « 6 d a “ J
( ^vuA'' B . B a \
+  I a  n  x * \  +  p  ‘ v  )V4  V  X a  / .
+ N + F v a = 0  ( 2 . 6 3 )a
The b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  n o n v a n i s h i n g  v a r i a t i o n s  
on t h e  b o u n d a r y  a r e
V “ : P ." -  Ea6 (2-61,)
61AV  “ 9V,,X C2‘65)
on  t h e  s u r f a c e ,  s 3 and
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S , x a : J  = J1 a  -  a
5 , Aa  : J  .  = J  1 y ag ~ag
( 2 . 6 6 )
( 2 . 6 7 )
on t h e  t i m e  b o u n d a r y ,  o r  a t  t ^  an d
E q u a t i o n s  ( 2 . 6 0 )  a r e  t h e  momentum e q u a t i o n s ,  e q u a ­
t i o n s  ( 2 . 6 l )  a r e  t h e  e q u a t i o n s  w h i c h  s p e c i f y  t h e  i n t e r n a l  
d e g r e e s  o f  f r e e d o m  due  t o  t h e  i n c l u s i o n  o f  c o m p o n e n t s ,  
Aa ^ ,  i n  t e r m s  o f  t h e  d e t e r m i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  t h e  
s y s t e m .  E q u a t i o n  ( 2 . 6 2 )  may b e  c o n s i d e r e d  a s  a  d e f i n i n g  
e q u a t i o n  f o r  t e m p e r a t u r e ,  w h i l e  e q u a t i o n  ( 2 . 6 3 ) i s  t h e  
e n e r g y  e q u a t i o n .
I f  t h e  L a g r a n g i a n  o f  t h e  s y s t e m  c a n  be  w r i t t e n  a s
A = ■i' pv  v a  -  pU ( 2 . 6 8 )2 a
o r  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  k i n e t i c  and  i n t e r n a l  
e n e r g i e s ,  t h e  E u l e r  e q u a t i o n  f o r  momentum c a n  b e  w r i t t e n  
i n  t h e  m o re  f a m i l i a r  fo rm *
p < / | 6  + Fa  = pDva  » (.2 . 6 9 )
an d  t h e  s t r e s s  t e n s o r  c a n  b e  w r i t t e n
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p „ 6  =  - * 6 „  - 4 -  (I P V ' “ - ( ,D )  -  “ a ”  +  ' a  ( 2 - 7 0 )a  y 3x
a
3 =l _x 3 1 y  v a  _ i £ _  + B n  _ l £ _  + x 3 p J J L
y 2 a  3xa v  " 3xa 3xa
-A6 3 + t  3 . a  a ( 2 . 7 1 )
U s i n g  t h e  i d e n t i t y ,
-4 r  = -  p « M«  ( 2 J 2 )
8* „
e q u a t i o n  ( 2 , 7 1 ) c an  b e  r e d u c e d  t o
>«*  -  + V -  <2 - 7 3 )
3X li
E q u a t i o n s  ( 2 . 6 l )  c a n  b e  r e d u c e d  t o  m ore  p h y s i c a l l y  
m e a n i n g f u l  e q u a t i o n s  b y  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by
V  - J r  + * („ 1( V V a ) | ,, + h v s r K » B\
- v f e ) -  v b v. ( w v )=
( 2 . 7 4 )
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W ith  t h e  a i d  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 5 8 )  and  ( 2 . 2 8 ) ,  t h i s  c an  be  
w r i t t e n  a s
pd j . 6 ■ DV  + V .  -  8 ,,Wa«*a #p
+ ( 2 ' 7 5 )
w h e r e  t h e  i d e n t i t y
n . A -  y (o 76 )
A B a A3 y | v  "  Ag y B a ffA Svw ( 2 > r D '
was u s e d  i n  t h e  s i m p l i f i c a t i o n .  
W i th  t h e  d e f i n i t i o n s
K Y _ ^PvAa  a  y ( 2 . 7 7 )
a|3 q a v Agyx A
and
, _ 9A n , 9 A nA
-  Q^VA A -  Q ^ ^ f A  A ) t  ( 2  78 )y ay  Bv y   ^ a y A3v ; | A J u * '
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e q u a t i o n s  ( 2 . 7 5 ) c a n  b e  w r i t t e n  a s
pDJaB = KaBV |Y + p h cS- ( 2 ’ 7 9 )
I n  t h i s  f o r m  t h e  a n t i s y m m e t r i c  p a r t  o f  ( 2 . 7 9 )  c a n  be  
c o n s i d e r e d  a s  an  i n t e r n a l  a n g u l a r  momentum b a l a n c e  
w h e r e  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  moment o f
momentum t e n s o r ,  a r e  ^ h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e
t o r q u e  s t r e s s  t e n s o r ,  a n d  a r e  c o m p o n e n t s  o f  a
s t r e s s - t y p e  t e n s o r  a n d  a p p l i e d  body  c o u p l e s .
The e n e r g y  e q u a t i o n  ( 2 . 6 3 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  an
e n t r o p y  b a l a n c e  e q u a t i o n  b y  t h e  f o l l o w i n g  m a n i p u l a t i o n s
E x p a n d i n g  d A / d t  i n  t e r m s  o f  t h e  a r g u m e n t s  o f  A , e q u a ­
t i o n  ( 2 . 6 3 ) c a n  be  w r i t t e n
9 A dS , 9A n . a  , 9A nrirta  , ,, U^nQ v
9S d t  3Aa  DA y 9DAa DDA y %  DSyX
+ Dx“ m + r v  C v “  -  2 p v a D v“
M 3 v
-  D( AS,,Ja e DA“ p )  + + p / , /  + P a Sv“ |B
+ N + P v a  = 0 .  a ( 2 . 8 0  )
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U s i n g  E u l e r  e q u a t i o n s  ( 2 . 6 0 )  a n d  ( 2 . 6 2 ) ,  t h i s  c a n  be 
s i m p l i f i e d  t o
pS #  = N + DA“  + pD I A6 Bv RDAa
d t  8A<i u v  I 3DA ^ 8 8  v l
3A/p , . . a  . 3A 3 a
PD (A 8 8 D A V a 6 )  ♦ ( S VMX% p ) u  * p / ’ V
( 2 . 81  )
W i t h  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 5 * 0 ,  ( 2 . 5 5 ) ,  ( 2 . 5 6 ) ,  ( 2 . 5 7 ) ,  
( 2 . 5 8 ) ,  ( 2 . 6 1 ) a n d  t h e  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n
v a . = 0 , ( 2 . 8 2 )
e q u a t i o n  ( 2 . 8 1 ) c a n  b e  r e d u c e d  t o
p e f  = + ^  (2.83)
T h i s  i s  now i n  t h e  f o r m  o f  a n  e n t r o p y  b a l a n c e .  I f  o n l y  
t h e  i n t e r n a l  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  i s  c o n s i d e r e d ,  i t  c an  b e  
w r i t t e n  a s
31
a = + a 2 + C2-81*)
+ ^ " ' V U
c-yvX ^
^UV A
a 3 = T v y | v
( 2 . 8 5 )
w h e r e  r e p r e s e n t s  t h e  i r r e v e r s i b l e  e f f e c t s  d u e  t o  h e a t  
c o n d u c t i o n ,  a 2 i s  d u e  t o  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n s  a n d  t h e  
m o t i o n  o f  d i s l o c a t i o n s ,  a n d  cr^ ^u e  t °  v i s c o u s  d i s s i ­
p a t i o n .
I n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  g e n e r a l  t h e o r y  o f  i r r e v e r s ­
i b l e  p r o c e s s e s ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  
a r e  r e l a t e d  t o  t h e  f l u x e s  t h r o u g h  t h e  e q u a t i o n s
3a n N 
- 0  q y = y 1'1 30 y
Q = y .
QuvX -  P.
Sir y v
3a,
3 ir y v |  X
C2 . 8 6 )
C C on t1d )
w h e r e  a .^ ,  a 2 , a n d  a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e i r  r e s p e c t i v e  
f l u x e s  a n d  a l s o  o f  x g , c o n s t a n t  o r  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s ,  
a n d  w h e r e  y ^ ,  y 2 , a n d  y^ a r e  c o n s t a n t s  o f  p r o p o r t i o n ­
a l i t y  .
I n  t h e  t h e o r y  o f  p l a s t i c i t y ,  i t  i s  t h e  a s s u m e d  
f o r m  o f  a 2 a n d  x ^  w h i c h  d e t e r m i n e  t h e  y i e l d  s u r f a c e  a n d  
s t r a i n  h a r d e n i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m ed ium .
Summary o f  V a r i a t i o n a l  E q u a t i o n s
I n  s u m m a r i z i n g  t h e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  i n  t h i s  
c h a p t e r ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  L a g r a n g i a n  c a n  be  
w r i t t e n  i n  t h e  f o r m
A = |  p v 2 -  pU. [ 2 . 6 8 J 1
T h e  E u l e r  e q u a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  s i m p l i f i e d ,  o r  
p h y s i c a l l y  m e a n i n g f u l ,  f o r m .
The  c o m p l e t e  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  i s
B r a c k e t s  i n d i c a t e  a  r e p e a t e d  e q u a t i o n  n u m b e r .
f 2 -
V • t n - IB
+ F
[-pD j a6  +
+ -2 4 — A .  + ----— ------ DA. -  Q ^ A  A.
3Aa ^  9 (DAa ) 6,1 a|J Sv
J)|x]. . ~ e ? 6Aa r + + pe]a y  3 v / | X | £ L3S K J-  QmvX (a„„A „ . .  ) I A‘js, u' !- 6S
[-
+ § P ^ | x  + ^ | v j 6 t d x d t
- p  ^+p ^ l n ft6 1x a * a  ~a J 3 1




l o h a ^ a ]  S l x “ + [ - J c.B+^ 8]  A8 ', 'Sl A“ la d r
= 0 . ( 2 .  87)
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T h e  E u l e r  e q u a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  i n d e ­
p e n d e n t  v a r i a t i o n s  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  a r e  t h e  c o ­
e f f i c i e n t s  i n  t h e  s q u a r e  b r a c k e t s .  O b v i o u s l y ,  t h e  
e n t r o p y  b a l a n c e  w a s  o b t a i n e d  b y  m a k i n g  u s e  o f  t h e  E u l e r
Ci Ote q u a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  6 x  ,  6A a n d  6 S  i n  t h e  




I n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i  v a r i a t i o n a l  
p r i n c i p l e ,  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  2 ,  i s  e x t e n d e d  i n  t h e  
m a n n e r  o f  W a s h iz u  [ 1 7 ] .  To d o  t h i s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
make  c e r t a i n  a s s u m p t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  f o r m  o f  t h e  
L a g r a n g i a n .  F i r s t ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  L a g r a n g i a n  
c a n  b e  w r i t t e n
a s  i n  t h e  l a t t e r  p a r t  o f  C h a p t e r  2 .  A l s o  i t  i s  a s s u m e d  
t h a t  t h e  a r g u m e n t s  o f  U i n c l u d e
e x c l u s i v e  o f  t h e i r  a p p e a r a n c e  i n  t h e  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  
s t r a i n s .  T h i s  a l l o w s  f o r  t h e  I n t r o d u c t i o n  o f  L a g r a n g i a n  
m u l t i p l i e r s  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  t h e  k i n e m a t i c  r e l a t i o n -
A = !  p v 2 -  pU [2 .6 8 ]
w h e r e  t h e  d e p e n d e n c y  on  c o m p o n e n t s ,  Aa , a  a n d  x i s
ry
s h i p  w h i l e  s t i l l  m a i n t a i n i n g  t h e  g e n e r a l i t y  o f  t h e
o r i g i n a l  m o d e l .
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D e r i v a t i o n  o f  E x t e n d e d  P r i n c i p l e
The e l a s t i c  s t r a i n  t e n s o r ,  e q u a t i o n  ( 2 . 1 7 )  c a n  be 
w r i t t e n ,  w i t h  t h e  a i d  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 4 )  a n d  ( 2 . 1 8 ) ,  a s
■ i ( w “ v -  * « , * “ , ) •  ( 3 - 2)
S i m i l a r l y ,  t h e  p l a s t i c  s t r a i n  t e n s o r  b e c o m e s
^  - 1  ( * . / %  -  U -  ( 3 - 3 >
W i t h  t h e s e  a s s u m p t i o n s  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  
L a g r a n g i a n  ( c o n s i d e r i n g  o n l y  S x a  a n d  SAa  t e m p o r a r i l y )
r* r
i s
j . .  3A „ a  , 3A j j . a  ,6A = ---------  6 x  + — —  SA + . . .
3 x a y * SAa y  ^
-  a  y2- u) 3 -  6x “ m - p 3  6 x “ .
p - 2 2 -  6Aa „ + . . .  
»* M
Atrl-1 x  a  3 U  ~  A - ®










v -  p
3U
3e I p )yv





01 3U , - ( 2 )  30 » ; ( p )
-  ASx | a -  P THeT 6S v  -  p THpT SV
yv yv
+ 6Aa + 6 x “ + . . .  ( 3 . 4 )
3 A y 3x  , yy y
w h e r e  t h e  m e a n i n g  o f  Aa  a n d  x a  i n  t h e  f i n a l  f o r m  i s
H H
a s  i n  t h e  s t a t e d  a s s u m p t i o n s .
W i th  t h e s e  v a r i a t i o n s  s u b s t i t u t e d  f o r  t h o s e  i n  e q u a t i o n  
( 2 . 4 5 ) s t h e  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  c a n  be  w r i t t e n  a s
V
A d x d t  + <5^ W 6-jW*
+ 6 1
V
a v v ( l ^  x  x “  + i  A Ayv 2 a y  y 2 ay “ )u/ d x d t
+  6 .
V
;yv/?(p) 
yv 1  a Aa2 a  ]i v yv, i d x d t  = 0 ( 3 * 5 )
w h e r e  a JJV a n d  ij)tJV a r e  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s  a n d  a r e  
s u b j e c t  t o  v a r i a t i o n .
T h e  a d d i t i o n a l  i n t e g r a l s  o f  e q u a t i o n  ( 3 . * 0  c a n  b e  
e x p a n d e d  a s
V
;p v f e ( e )  -  h  x ' 1 + i  A ,A° j d l d t\  yv 2 a y  y 2 ay  v/
f ■ 2
1 a
-  r  X  X + \  A Aa\  yv 2 a y  v 2 ay
V •
( 3 . 6 )
T h e  t e r m ,  - a ^ x  6 x a  , c a n  b e  f u r t h e r  e x p a n d e d  byoty \)
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w h e r e  t h e  i d e n t i t y
a S = S vvx k \  , ( 3 . 8 )a ay  v
h a s  b e e n  u s e d .  S i m i l a r l y  t h e  l a s t  i n t e g r a l  o f  e q u a t i o n  
( 3 - 5 )  i s  e x p a n d e d  t o
V
yv ( V p) -  i\  yv 2 A Aa  + g I d x d t  ay  v &y v /
* 2
V ■t  *1
~ c y v ( p ) 
6 * \  yv — A Aa +2 ay  v S
- K „ * v O ] 4t
d x d t ( 3 . 9 )
The c o m p l e t e  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  c a n  t h e n  be  
w r i t t e n  by  c o l l e c t i n g  t e r m s  w i t h  t h e  same i n d e p e n d e n t
v a r i a t i o n ,  i . e . ,  6 x a , 6Aa  , f i t ,  5 S .  f i e ^ ,  6 e ^ .  6 ' 6y ,> 3 y s * 3 yv yv  5
;y v
on  t h e  volume.,  V t ,  a n d  S ^ x ^ ,  ^A** on t h e  b o u n d a r y ,  
W i th  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 4 6 ) ,  ( 2 . 4 7 ) ,
( 2 . 4 8 ) ,  ( 2 . 4 9 ) ,  ( 2 . 5 0 ) ,  ( 2 . 5 2 ) ,  ( 2 . 5 3 ) ,  ( 3 . 6 )  a n d  ( 3 - 9 )  
i n t o  e q u a t i o n  ( 3 - 5 ) ,  an d  t h e  u s e  o f  t h e  d e f i n i n g  e q u a ­





■pDv + I p 3 + p —~ — x 3 1 + Fa  l p a  3 a a ^  v ) {& 6x
a
f ( s v y - $ v y ) A  + + ( a  y V  )  + a , wvs , > A|_\u ^ / av  9Aa  \  X a / 1 A vto  a
-PD -  ( q^ - Q ^ , ,
3DA .. V ,A
) a  1 6Aa /  a v j  y
[ H + pe] 6S
[ p 3F ( -  !  v“va -  o -  +
-  I  *  5  * „ / \ , )  +
.  I  A Aa  + e  H +  ( q vyX* x 3 + p 3v a 2  a y  v + ®yv// Vq  \ > y x A +  p a  v
+ p — x 3 v a )  + N + P v al  fit
3x „ y ' | 3  a J
\ e U )  -  i  x  x a 4 a  Aa  "] 6 ct|_ yv 2 ay v 2 ay vj












+ ^ yv d r d t
p „ B -  p - V  +a 9x a y n e 6i x
a
+ [ - S yuX ♦ I*™ *]  * V a v 4 i * V (
Ip T-v + J  1 2 6 x a K a  ~ a  L  1*1
dcrdt
+ p f - J  a + J  R]  A3,J6 1A0iL a3 ~ a B L  1
d t  = 0, ( 3 . 1 0 )
By t h e  t e c h n i q u e  o f  s e p a r a t i n g  t h e  d e p e n d e n c y  o f  
t h e  L a g r a n g i a n  i n t o  t h e  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  s t r a i n  t e n ­
s o r  c o m p o n e n t s  f r o m  t h e  more  g e n e r a l  f u n c t i o n s  x a a n dH
Aa  , t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  c o n -  
t a i n  t h e  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  c o n s t i t u t i v e  r e l a t i o n s  a n d  
t h e  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  k i n e m a t i c  r e l a t i o n s ,  i n  a d d i t i o n  
t o  t h e  e q u a t i o n s  p r e v i o u s l y  d e r i v e d  i n  C h a p t e r  2 .  T h i s
h a s  b e e n  done w i t h  n o  l e s s e n i n g  o f  t h e  g e n e r a l i t i e s  o f  
t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  p h y s i c a l  m o d e l  e x c e p t  f o r  t h e  
a s s u m p t i o n  i m p l i e d  b y  e q u a t i o n  ( 2 . 6 8 ) .
D i s c u s s i o n  o f  E x t e n d e d  P r i n c i p l e
The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  e x t e n d e d  p r i n c i p l e ,  
e q u a t i o n  ( 3 - 1 0 )  a r e :
Momentum.
( 3 . 1 1 )
I n t e r n a l  D e g r e e s  o f  F r e e d o m .
( 3 - 1 2 )
T e m p e r a t u r e - E n t r o p y .
Energy.
5 t :  P &  "  I  A ,  -  0  -
* \ i VV\ A  + + P * B„ J "
y
+ N + F v “  = 0 a
E l a s t i c  S t r a i n - D i s p l a c e m e n t
62 y v .  ~ ( e )  = 1 /  ot _ A Aa  \
6a ' yv 2 V ay v ay v )
P l a s t i c  S t r a i n - D i s p l a c e m e n t
j ^ y v . ~ ( p )  1 / n na  ° \
 ^ ’ e yv 2 \  ay v y v /
E l a s t i c  S t r e s s - S t r a i n . ( s y m m e t r i c )
6 e ( e ) : S ' , v  -  p
yv
P l a s t i c  S t r e s s - S t r a i n .
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B o u n d a r y  C o n d l t l o n s - S p a c e
6 . .x a : p 3 = p 3 + p x 3 ( 3 . 1 9 )1 5,a * a  ^ ~ a  y
6 Au : 5 WUX -  ( 3 . 2 0 )1 y M
B o u n d a r y  C o n d l t l o n - T l m e  ( t ^ & t g )
6 n x a : J  = v1 ~ a  a
6 Aa : J  _ = J  Q 1 y ~ a g  ag
( 3 . 2 1 )
The e n e r g y  e q u a t i o n  ( 3 - 1 4 )  h a s  b e e n  s i m p l i f i e d  by  
t h e  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( 3 * 1 5 )  and  ( 3 *1 6 ) ,  a n d  t h e  
L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s  a r e  d e f i n e d  p h y s i c a l l y  by e q u a ­
t i o n s  ( 3 . 1 7 )  a n d  ( 3 . 1 8 ) .
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h e  d i f f e r e n c e s  i n  t h e
f o r m  b e t w e e n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d ­
i n g  e q u a t i o n s  a e r i v e d  i n  C h a p t e r  2 .  The momentum e q u a ­
t i o n s ,  ( 3 . 1 1 ) ,  f o r  i n s t a n c e ,  show e x p l i c i t l y  t h a t  o t h e r  
q u a n t i t i e s  b e s i d e s  t h e  u s u a l  s y m m e t r i c  s t r e s s  t e n s o r  may 
a p p e a r .  One s u c h  q u a n t i t y  i s ,  o f  c o u r s e ,  t h e  a n t i ­
s y m m e t r i c  s t r e s s  t e n s o r  w h i c h  a r i s e s  when c o u p l e  
s t r e s s e s  a r e  p r e s e n t .  T h i s  c a s e  w i l l  b e  d i s c u s s e d  b e l o w .
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The i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  e q u a t i o n s ,  ( 3 - 1 2 ) ,
s o r s .  A f u r t h e r  e x p l a n a t i o n  o f  t h i s  w i l l  a l s o  be  g i v e n  
i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  E q u a t i o n  ( 3 . 1 2 )  c a n  b e  p u t  i n  a  
f o r m  s i m i l a r  t o  t h a t  d e r i v e d  i n  C h a p t e r  2 ,  by  m u l t i ­
p l y i n g  b o t h  s i d e s  by . D o ing  t h i s  a n d  m a n i p u l a t i n g  
t h e  r e s u l t s  a s  was d o n e  a b o v e , g i v e s  t h e  r e l a t i o n s h i p
^  V unow show c l e a r l y  how t h e  s t r e s s e s ,  d e f i n e d  by  o and  
a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  p l a s t i c  a n d  d i s l o c a t i o n  t e n -
( 3 - 2 2 )
T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  r e d u c e d  t o
( 3 - 2 3 )




( 3 . 2 5 )
The e n e r g y  e q u a t i o n  c a n  a l s o  b e  r e a r r a n g e d  i n  t h e  
same m a n n e r  a s  i n  C h a p t e r  2 t o  y i e l d  t h e  e n t r o p y  b a l a n c e  
e q u a t i o n
T h i s ,  o f  c o u r s e ,  i s  e x a c t l y  t h e  same a s  i n  C h a p t e r  2 .
A p p l i c a t i o n  o f  t h e  V a r i a t i o n a l  P r i n c i p l e  to '  C l a s s i c a l  
M o d e l s
The b e s t  way t o  show t h e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  o f  
t h e  e x t e n d e d  E u l e r  e q u a t i o n s  i s  by g i v i n g  e x a m p l e s  o f  
some w e l l - k n o w n  c l a s s i c a l  m o d e l s .  The  p r o c e d u r e  f o r  
a p p l y i n g  t h e  p r i n c i p l e  t o  s p e c i f i c  m o d e l s  i s  a s  f o l l o w s :
1 .  Assume t h e  p r o p e r  fo r m  f o r  t h e  L a g r a n g i a n .
2 .  E l i m i n a t e  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r c e s  o r  s t r e s s e s  
w h ic h  d o  n o t  a p p l y  t o  t h e  p a r t i c u l a r  m o d e l .
3 .  Assume a  f o r m  f o r  a i f  t h e  s y s t e m  i s  a  d i s s i ­
p a t i v e  o n e .
P I  v
( 3 . 2 6 )
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E l a s t i c  B o d y . F o r  a n  e l a s t i c  b o d y ,  t h e  
L a g r a n g i a n  t a k e s  t h e  f o r m
A = \  p v 2 PU (£V S’Lp) ( 3 . 2 7 )
The o n l y  r e m a i n i n g  t e r m s  i n  <5^ W* a r e  t h o s e  i n v o l v i n g  0 ,
F , a n d  N, o r  a 5
<SW* =
V
|p 0 d S  + FQ6 ^ x a -  d i v  q j d x d t .  ( 3 . 2 8 )
cc ctA l s o ,  t h e  t e n s o r  c o m p o n e n t s ,  A b e co m e  e q u a l  t o  x a n d
t h e  e l a s t i c  s t r a i n  b e co m e s
' • ( e )  1 /  os 0 \
£ yv = 2 \  a y x v ^ v j ( 3 . 2 9 )
The  f i e l d  e q u a t i o n s  and b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e :
Momentum: a + F = pDva  3 ot ^ a ( 3 - 3 0 )
DAT e m p e r a t u r e :  + p0 = 0 ( 3 - 3 1 )
dS
E n t r o p y :  p0 d t  = 9 ( 3 - 3 2 )
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S t r a i n - D i s p l a c e m e n t :  = § ( £ y V~ S y V) ( .3*33)
C o n s t i t u t i v e  E q u a t i o n :  a 1JV = p ■ ( 3 * 3 4 )
3 £yv
B fiB o u n d a r y  C o n d i t i o n s :  a a = p a P on  J ( 3 . 3 5 )
l a  = v a  a t  t l j t 2  ( 3 ' 3 6 )
A l s o  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  s t r e s s  t e n s o r  i n  
E u l e r i a n  c o o r d i n a t e s  a n d  i n  L a g r a n g i a n  c o o r d i n a t e s  i s
° a  = < 3 ' 3 7 )
T h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  i s
n o t  a p p l i c a b l e  f o r  t h i s  m o d e l  s i n c e  t h e  L a g r a n g i a n  i s
ct an o t  a  f u n c t i o n  o f  A s i . e . ,  t h e r e  i s  n o  v a r i a t i o n  6 A .
y r
E l a s t i c - P l a s t i c  B o d y . T h e  L a g r a n g i a n  f o r  t h i s  
m o d e l  t a k e s  t h e  f o r m
A = |  p v 2 -  p u ( ^ ) , e < P ) , S , L p ) C 3 .3 8 )
w h e r e  t h e  d e p e n d e n c y  o f  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  f u n c t i o n  on 
t h e  p l a s t i c  s t r a i n  t e n s o r  i m p l i e s  a  m a t e r i a l  " w i t h  a  
m em ory" .  The  f u n c t i o n a l  b e c o m e s
U nder  t h e s e  a : -. s u m p t i o n s  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  b eco m e  
f o l l o w s :
Momentum: a a ^ | g  + P a = p^ v a  ( 3 * 4 0 )
A U V  A U V  A u v  I n t e r n a l  D e g r e e s  o f  F r e e d o m :  = cr -  ip
( 3 . 4 1 )
a
T e m p e r a t u r e :  - ^ + p 0 = O  ( 3 - 4 2 )
E n t r o p y :  p0 —  = - d i v  q + Q1^ , ,  v ( 3 . 4 3 )
K i n e m a t i c  E q u a t i o n s :
C o n s t i t u t i v e  R e l a t i o n s
The  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  same a s  f o r  t h e  e l a s t i c  
b o d y .
I n  t h e  a b o v e  f i e l d  e q u a t i o n s  t h e r e  i s  a  d i s s i p a t i v e  
t e r m  i n  t h e  e n t r o p y  b a l a n c e  e q u a t i o n  ( 3 - ^ 3 )  w h ic h  i n ­
v o l v e s  Q^v . T h i s  t e r m  c a n  be  w r i t t e n  a s  i n  C h a p t e r  2 ,  
e q u a t i o n  ( 2 . 8 6 ) 3
a*‘v - > ‘2 ^ § - -  ( 3 - m
8 e pv
The fo r m  o f  c a n  be  c h o s e n  t o  g i v e  r e l a t i o n s h i p s  
f o r  t h e  y i e l d  s u r f a c e  a s  g i v e n  i n  v a r i o u s  t h e o r i e s  o f  
p l a s t i c i t y .  F o r  i n s t a n c e ^  i f
a 2 -  k ^e<P> e Mv(p) > ( 3 „ 9)
t h e  y i e l d  s u r f a c e  i s
Qy v QMV = k 2 . ( 3 - 5 0 )
I n  t h i s  e q u a t i o n  k c a n  e i t h e r  b e  a  c o n s t a n t  o r  a  f u n c ­
t i o n  s u c h  a s
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k = k ( X) ( 3 . 5 1 )
w h e r e
X £ ( p ) e Jiv(p) ( 3 - 5 2 )
T h u s > t h e  y i e l d  s u r f a c e  i n  t e r m s  o f  t h e  s t r e s s  
t e n s o r  b eco m es
w h e r e  e q u a t i o n  ( 3 * 4 1 )  h a s  b e e n  u s e d .  T h i s  e x a m p l e ,  
show s  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  
e q u a t i o n  an d  how t h e  s t r e s s  t e n s o r s  a r e  c o u p l e d  w i t h  t h e  
d i s s i p a t i v e  t e r m s  o f  p l a s t i c i t y .
E l a s t i c  Body w i t h  C o u p l e  S t r e s s e s . To d e r i v e  t h e  
e q u a t i o n s  f o r  t h i s  m o d e l ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  e x t e n d  t h e  
o r i g i n a l  m e a n i n g  o f  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  m o d e l  t o  
i n c l u d e  i n d e p e n d e n t  r o t a t i o n s  among t h e  v a r i e d  q u a n t i ­
t i e s  i n  t h e  L a g r a n g i a n .  T h i s  i s  d o n e  by  d e f i n i n g  t h e  
c o m p o n e n t s  o f  t h e  r o t a t i o n  t e n s o r  a s
yv 2 Aa [ y A v ] ( 3 - 5 4 )
The  i n d e p e n d e n t  v a r i a t i o n  o f  w c a n  now b e  a s s u r e d  by
r  v
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au s i n g  t h e  e q u a t i o n s  i n  w h i c h  t h e  v a r i a t i o n  o f  A 
a p p e a r s .  S i n c e  t h i s  m o d e l  i s  e l a s t i c ,  t h e  l a s t  s t e p  i n  
t h i s  d e r i v a t i o n  i s  t o  l e t
Aa  -*■ x a  ■ V A m
T h e  p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e  t e r m s  w i l l  t h e n  b e  o b v i o u s
T h e  L a g r a n g i a n  i n  t h i s  c a s e  t a k e s  t h e  f o r m
A




+ N S t j d T d t . ( 3 . 5 6 )
S i n c e  t h i s  m o d e l  i s  a  l i t t l e  m o r e  c o m p l i c a t e d  t h a n  
t h e  p r e v i o u s  o n e ,  t h e  s t e p s  b e g i n n i n g  w i t h  t h e  g e n e r a l  
e q u a t i o n s  a r e  s h o w n .  T h e  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  a r e
, 3 , 9U 3
| p °  + p.
+ F  = p D v  . a  K a [3.1U
w h e r e  t h e  i d e n t i t y  x 01^  = Aa ^ was u s e d .  I f  t h e  a n t i ­




( 3 - 5 9 )
t h e  momentum e q u a t i o n s  c a n  be  w r i t t e n
a ^ + F = pDv^a u  ot K a ( 3 . 6 0 )
w h e r e — 3 3 . - [ u v ]  3a  = a w + a LM J x x  , a  a  ap  v ( 3 . 6 1 )
The m o s t  c o n v e n i e n t  fo r m  o f  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  
f r e e d o m  e q u a t i o n  f o r  t h i s  c a s e  i s  e q u a t i o n  ( 3 * 2 2 ) .  I t  
c a n  b e  w r i t t e n  a s
54
o n  9A . _  SA
a  Bu ~3DA 3A
V
§ V|jX (A„ A )  + ( A „  A .<jXlJVxBy a v / j ^  y By aA \
( 3 . 6 2 )
T h e  f i r s t  t e r m  i s  z e r o  s i n c e  t h e  L a g r a n g i a n  i . s  n o t  
a  f u n c t i o n  o f  DAa ^ ,  t h e  t h i r d  t e r m  o n  t h e  r i g h t  i s  z e r o  
s i n c e  i s  z e r o ,  a n d  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  b e c o m e
v  ■ -p # - v « ,
u  y v
( v Aa v ^ \ ) |T ■
-  “ “ 6Y| Y- < 3 .6 5 )
T h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  e q u a t i o n s  w h i c h  n o w  
b e c o m e  t h e  a n g u l a r  m o m e n t u m  e q u a t i o n s  a r e
0 I>6]  + o“ 6Y| y + q“ 6 = 0 ,  ( 3 . 6 6 )
w h e r e  Q a ^ = Qa ^ Y j Y a n d  r e p r e s e n t  b o d y  c o u p l e s  a n d  c  Y 
i s  t h e  c o u p l e  s t r e s s  t e n s o r .
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S i n c e  t h i s  m o d e l  i s  e l a s t i c ,  t h e r e  s h o u l d  b e  no
ATJ\)
d i s s i p a t i o n  i n v o l v i n g  t h e  q u a n t i t y  Q . A c h e c k  o f  t h e  
e n t r o p y  b a l a n c e  e q u a t i o n  ( 3 - 2 6 )  shows a  t e r m
° 2  = ( 3 ' 6 7 >
I f  i s  p u t  i n  t e r m s  o f  t h e  t e n s o r  c o m p o n e n t
e q u a t i o n  ( 3 *6 7 ) b e co m e s
° 2  = « WVA(Ac,pDAav ) | x  < 3 - 68 )
S i n c e  = x a ^ a n d  t h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  x a ^ i s
z e r o ,  t h e  e n t r o p y  p r o d u c t i o n  d u e  t o  t h e  c o u p l e  s t r e s s e s  
i s  z e r o  a s  e x p e c t e d .
The r e m a i n i n g  f i e l d  e q u a t i o n s  and  t h e  b o u n d a r y  c o n ­
d i t i o n s  f o r  t h i s  m o d e l  m e r e l y  i n v o l v e  s u b s t i t u t i o n  i n  
t h e  g e n e r a l  e q u a t i o n  a n d  w i l l  n o t  be  p r e s e n t e d  her*e.
T h i s  m o d e l  i s  d e r i v e d  f r o m  b a s i c  p r i n c i p l e s  i n  t h e  
c l a s s i c a l  way by E r i n g e n  [ 2 L
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CHAPTER 4 
GEOMETRY OP A SURFACE
I n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s k . i l  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  t o  t h e  t h e o r y  o f  s h e l l s ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  r e v i e w ,  b r i e f l y ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  
g e o m e t r y  o f  a  s u r f a c e .  T h i s  c h a p t e r  w i l l  b e  d e v o t e d  t o  
t h i s  t a s k .
The r e f e r e n c e s  f o r  t h i s  m a t e r i a l  a r e  G r e e n  a n d  
Z e r n a  [ 4 ] ,  M c C o n n e l l  [ 7  ] ,  a n d  N a g h d i  [ 1 0 ] .  The  n o t a ­
t i o n  f o l l o w s  c l o s e l y  t h a t  u s e d  by  N a g h d i  [ 1 0 ]  w i t h  t h e  
e x c e p t i o n  t h a t  t h e  r o l e s  o f  t h e  L a t i n  and  G r e e k  i n d i c e s  
a r e  r e v e r s e d .  I n  t h i s  c h a p t e r ,  a n d  i n  C h a p t e r  5 ,  a 
G re ek  i n d e x  h a s  a  r a n g e  f r o m  1 t o  3» w h i l e  a  L a t i n  
i n d e x  r a n g e s  f r o m  1 t o  2 .  T h i s  w i l l  make t h e  s u r f a c e  
g e o m e t r y  e q u a t i o n s  c o m p a t i b l e  ( i n  n o t a t i o n )  w i t h  t h e  
e q u a t i o n s  o f  C h a p t e r s  2 a n d  3.
C o o r d i n a t e  S y s t e m
A c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s p a c e  i s  
c h o s e n  i n  t h e  fo rm
r ^ x 01^  = r  + x ^a 3 ( x a ) ( 4 . 1 )
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w i t h  t h e  r e s t r i c t i o n
r  * a 0 = 0 and  a 0 * a 0 = \  . ( 4 . 2 ), a  3 3 3 L
T h i s  d e f i n e s  a  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  i n  s p a c e  w h e re  r  
i s  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  t o  a  p o i n t  on  a  s u r f a c e ,  and  a^  
i s  a u n i t  v e c t o r  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e .  I t  i s  o b v i o u s  
f r o m  e q u a t i o n  ( 4 . 1 )  t h a t
r ( x a , o )  = r  . ( 4 . 3 )
The s u r f a c e  b a s e  v e c t o r  i s  d e f i n e d  a s
a a  = r , a  “ e a ( x b ’ ° )
w h i c h  l e a d s  t o
a a - a 3 = 0 ( 4 . 5 )
a n d  by d i f f e r e n t i a t i n g  t h e  l a s t  e q u a t i o n  i n  ( 4 . 2 )  t o
a 3 a * a 3 = 0 * ( 4 . 6 )
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S o m e  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  r e s u l t  f r o m  t h e s e  
d e f i n i t i o n s  a r e :
= + x  a 0Ja  a  3 5 a
s 3 = a 3
g a ’ g 3 = g a 3  = °
s 3 * g 3 a 3 * a 3 g 3 3  1
> ( 4 . 7 )
w h e r e  g  _ i s  t h e  m e t r i c  i n  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  s p a c e
F i r s t  F u n d a m e n t a l  F o r m
T h e  f i r s t  f u n d a m e n t a l  f o r m  i s  d e f i n e d  a s  t h e  
s q u a r e  o f  a  l i n e  e l e m e n t  o n  t h e  s u r f a c e ,  x ^  = 0 ,  a n d  
i s  g i v e n  b y
d r * d r  = a  , d x a d x b . a b
( 4 . 8 )
T h e  q u a n t i t i e s , a  a r e  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  s u r f a c e  
m e t r i c  t e n s o r .
A t w o  d i m e n s i o n a l  e - s y s t e m  c a n  b e  d e f i n e d  b y
£ , = £ , _  a n d  e  . = e  , 0a b  a b 3  a b  a b  3 ( 4 . 9 )
[59
A s u r f a c e  e - s y s t e m  c a n  t h e n  be  d e f i n e d  a s
e , = a ^ e  . ( iJ. 10 )ab  ab
w h i c h  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  s p a c e  e q u i v a l e n t
w h e r e  a  a n d  g a r e  t h e  d e t e r m i n a n t s  o f  a &b a n d  
r e s p e c t i v e l y  .
From e q u a t i o n s  ( 4 . 1 0 )  a n d  ( 4 . 1 1 )  an d  t h e  d e f i n i ­
t i o n s  t h u s  f a r ,  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  c a n  be  
w r i t t e n :
ab r.aa  a. = o  b e  c
e = (&■ ^ e V ab \ a )  ab  ^
ab (!) H
( 4 . 1 2 )
I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  e nb i s  t h e  r e l a t i v e  a l t e r n a t i n g  
t e n s o r  d e f i n e d  by
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11
1 1  2 2  n  ^e 22 = e = e = 0
12
0 12 e e 21 - e 21 = 1.
( 4 . 1 3 )
S u r f a c e  T e n s o r s
-abA l s o ,  i n  t h e  a bo ve  e q u a t i o n s  e ^ and e a r e
a b s o l u t e  s u r f a c e  t e n s o r  c o m p o n e n t s .  The m e a n i n g  o f
s u r f a c e  t e n s o r  c o m p o n e n t s  c a n  be  made c l e a r  by a n
e x a m p l e .  C o n s i d e r  a  t e n s o r  T a n d  w r i t e  i t  i n  t e r m s  o f
i t s  c o m p o n e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  b o t h  t h e  g a  b a s i s  and
t h e  a a-, b a s i s ,  a ,  3
T = Ta s  = Ta a  a^1 e a ( 4 . 1 4 )
The c o m p o n e n t s ,  T^,  a r e  t h e  u s u a l  s p a c i a l  c o m p o n e n t s  o f  ap
t e n s o r  d e f i n e d  t h r o u g h o u t  t h e  m e t r i c  s p a c e .  The  compo­
n e n t s  t “  a r e  t h e  s h i f t e d  c o m p o n e n t s  o f  t h e  t e n s o r  T and  
a r e  i n v a r i a n t s  w i t h  I’e s p e c t  t o  a  s u r f a c e  t r a n s f o r m a t i o n .
A l t h o u g h  Tg i s  c a l l e d  a  s u r f a c e  t e n s o r  i t  may a l s o  b e  a
3f u n c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  x . Prom now o n ,  u n l e s s  
d e f i n e d  o t h e r w i s e ,  a b a r  o v e r  t h e  t e n s o r  c o m p o n e n t s  
i m p l i e s  s h i f t e d  c o m p o n e n t s  i n  t h e  s e n s e  o f  e q u a t i o n
( 4 . 1 4 ) .
The s u r f a c e  K r o n e c h e r  d e l t a  I s  d e f i n e d  by
ab js ab / 1, - r. ^
E Jim = Jim
f r om w h i c h  t h e  f o l l o w i n g  s e t  o f  e q u a t i o n s  rnay b e  
d e r i v e d :
p ab p a
h b  = h
« ap = 2ab
tpab ^ rj,b a gab^jJlm
Jim
^abrpJl _ 6 t>T a  _  T b  
Jim a m a  m )
( 4 . 1 6 )
The f o l l o w i n g  r e l a t i o n s  b e t w e e n  s u r f a c e  b a s e  v e c t o r s  c a n  
be  d e r i v e d  i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  t h e i r  t h r e e  d i m e n s i o n a l  
c o u n t e r p a r t s .
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S e c o n d  F u n d a m e n t a l  Form
The s e c o n d  f u n d a m e n t a l  f o r m  o f  t h e  s u r f a c e  i s  
d e f i n e d  by
f r o m  w h ic h
- d r * d a 0 = b . d x a dxb ( ^ - 1 8 )3 ab
= - a „ * a o h = a «* a  , . ( 4 . 1 9 )ab a  3 j b  3 a , b
Two i n v a r i a n t s  o f  t h e  t e n s o r  b , c a n  b e  f o r m e d .  Thea b
mean c u r v a t u r e  i s  d e f i n e d  a s
H = \  a a b b . = \  b a  . ( 4 . 2 0 )2 ab 2 a
3.bN o te  t h a t  a  i n  t h i s  e q u a t i o n  i s  u s e d  t o  r a i s e  t h e
i n d e x  o f  a  s u r f a c e  t e n s o r .  I t  p l a y s  t h e  same r o l e  w i t h
oc Br e s p e c t  t o  s u r f a c e  t e n s o r s  t h a t  g d o e s  w i t h  r e s p e c t  
t o  s p a c e  t e n s o r s .
The s e c o n d  i n v a r i a n t  i s  c a l l e d  t h e  G a u s s i a n  c u r v a ­
t u r e ,  an d  i s
K = *ba = \  ( 4 . 2 1 )2 £m a, d
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C o v a r i a n t  D i f f e r e n t i a t i o n
A d o u b l e  v e r t i c a l  l i n e  w i l l  b e  u s e d  t o  d i s t i n g u i s h  
t h e  s u r f a c e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  f r o m  t h e  s p a c e  d e r i v a ­
t i v e .  I t  i s  d e f i n e d  a s
T ab | | c  = T a b , c  + r c * V b -  r b c V * ^ ' 22 )
w h e r e  f bc i s  t h e  s u r f a c e  C h r i s t o f f e l  s y m b o l  d e f i n e d  by
■p a  a T. = a  • a, b e  b , c ( 4 . 2 3 )
The s u r f a c e  C h r i s t o f f e l  s y m b o l s  a r e  a l s o  e q u a l  t o  t h e i r  
s p a c e  e q u i v a l e n t s  e v a l u a t e d  a t  = 0 .
Some o f  t h e  e q u a t i o n s  d e r i v e d  f r o m  t h e s e  d e f i n i ­
t i o n s  a r e :
-  ^ at) _ ~  _ - a b  _ n ■>
a b | | c  || c a b | | c  | |c
f  ^ a - ,  = b . a.a|  |b ‘  *ab  d 3 " ua b d 3
a^n  = a ^  = - b  a c || c , c  c a
> (4.24)
L311 c = a 3 , c
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T h i r d  F u n d a m e n t a l  Form
The l a s t  s e t  o f  e q u a t i o n s ,  ( 4 . 2 4 ) ,  i s  known a s  
W e i n g a r t e n ' s  f o r m u l a .  T h i s  c a n  b e  u s e d  t o  d e f i n e  a  
t h i r d  f u n d a m e n t a l  fo r m
d a ^ d a ^  = b ^ b ^ b d x a d x b ( 4 . 2 5 )
w h i c h  can  be  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s :
. a, b , b. a  n b b -  b b = 0  a  r  a  r
K6b = 2Hbb -  b b b a r  r  a  r
b b, . -  b . b . = R ,  . a c  bd  ab  cd  d a b c
( 4 . 2 6 )
J ab  11 c ac | |b = 0
w h e r e  R. , i s  t h e  c o v a r i a n t  s u r f a c e  c u r v a t u r e  t e n s o r ,  d a b c
S i n c e  t h e  s p a c e  i s  tw o  d i m e n s i o n a l  ^ a s  o n l y  o n e
i n d e p e n d e n t  c o m p o n e n t ,
R1212 aK' (4.27)
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The S p a c e - S u r f a c e  S h i f t e r
The d e r i v a t i v e  o f  e q u a t i o n  ( 4 . 1 )  w i t h  r e s p e c t  t o
ax g i v e s
3, c= -  x J b ab a a  a  c
;3 a 3 .
( 4 . 2 8 )
I f  t h e  d e f i n i t i o n
c f. c 3, c y = 6 -  x J ba  a  a ( 4 . 2 9 )
i s  e m p l o y e d ,  ( 4 . 2 8 )  c a n  b e  w r i t t e n
g a  = Ma a c ( 4 . 3 0 )
clN o t e  t h a t  y c p l a y s  t h e  r o l e  o f  a  s h i f t e r  b e t w e e n  t h e  
s u r f a c e  b a s e  v e c t o r  a n d  t h e  s p a c e  b a s e  v e c t o r .  I f  y a
h a s  a  u n i q u e  i n v e r s e ,  t h e n  t h e  c o n t r a v a r i a n t  b a s e  v e c ­
t o r s  may be r e l a t e d  by
a  —a c
5 = ^ c a (4.31)
N a g h d i  [ 1 0 ]  h a s  shown t h a t  t h e  I n v e r s e  o f  e x i s t s ,  a n d  
i s  u n i q u e  i f
I n  w o r d s ,  t h i s  s a y s  t h a t  t h e  h a l f  t h i c k n e s s  o f  t h e  
s h e l l  m u s t  b e  l e s s  t h a n  t h e  minimum r a d i u s  o f  c u r v a t u r e .  
T h i s  i s  o b v i o u s l y  a  w eak  r e s t r i c t i o n  i n  v ie w  o f  t h e  
u s u a l  e n g i n e e r i n g  a p p l i c a t i o n  o f  s h e l l  t h e o r y .
Thus  w i t h  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  a b o v e  s h i f t e r  
a s s u r e d ,  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  t e n s o r  c o m p o n e n t s  i n  
e q u a t i o n  ( 4 . 1 4 )  b e c o m e s
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g
Some a d d i t i o n a l  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  y^ a r e :
y =
.a - ( i f
y = 1 -  2x11 +
e ab  = y£
b —a  ~a
y y wH b c
( x3) ; K
>
_ 1 ,am i n  
-  2 Jin a  m
S p a c e - S u r f a c e  R e l a t i o n s h i p s
W ith  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n s  a n d  e q u a t i o n s ,  t h e  
s p a c e  t e n s o r  c o m p o n e n t s  an d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  c a n  be  p u t  
i n  t e r m s  o f  s u r f a c e  t e n s o r s .  T h i s  i s  done  by w r i t i n g  
o u t  t h e  s p a c e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  a n d  u s i n g  e q u a t i o n  
( ^ • 3 3 ) ,  a n d  t h e  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  t h e  s p a c e  
C h r i s t o f f e l  s y m b o l s :
6 8
„ c -=r c , — c n 






- y £b b
n.y b , a  nb
r  3 = r  a  = r  3 = o 
a3  33 33
( ' ( . 3 5 )
The m o s t  i m p o r t a n t  r e s u l t s  o f  t h i s  m a n i p u l a t i o n  a r e  







“ >‘a ( Tn ||b  ‘  b n b T3)
■ -  bS*3)
nsr
3 “ y a  n j  3
= y a Tn
3 n ,3
= T + b ^ T  a  3 3a a  £
= T3 + b „T£ , a  a £
3 " T3 1 3 " T 3 , 3  " T 3 , 3  = ^ , 3
( 4 . 3 6 )
( 4 . 3 7 )
( 4 . 3 8 )
( 4 . 3 9 )
( 4 . 4 0 )
( 4 . 4 1 )
( 4 . 4 2 )
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Ta b | c  * “ I X [*1*110 "  b * c * n 3  "  » n c * 3 * ]
T« 3 | o = ^ [ * . , 3 1 =  + b o * „ *  -  b n o * 33]  ( , | - " , | )
T3 a | c  -  » s [* 3 n ||0  + b J * in  " ^ 0* 3 3 ]
T oo l  = T00 + b a T0 „ + b a T 0 C4. 4 6 )3 3 | c  3 3 , c c 3a c a3
Tab | 3 ■ « X Tmn,3
Ta3 | 3 ■ baTm3,3 .
T3 a | 3  = ba T3 a ,3
T3 3 1 3 " T3 3 , 3  ( ‘• •5 0 )
I n  a d d i t i o n  t o  t h e s e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o v a r i a n t  d e r i ­
v a t i v e s  o f  f i r s t  a n d  s e c o n d  r a n k  t e n s o r s ,  some s p e c i a l  
r e l a t i o n s h i p s  w i l l  be  u s e d  i n  t h e  s h e l l  t h e o r y  o f  
C h a p t e r  5 .  T h e s e  a r e
= ^ X | | C
(4.51)
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pTa | a  -  ( » T a ) | |a  -  < b V ( ' 1. 5 2 )
« t 3 ! 3 = ( g T 3 ) ! 3 + ( ' 1 . 5 3 )
^ a ^ l b -  ( ^ n ' ^ H b  -  w a ^ » b Ta3  -
yT3 a , a ’  M i l . bba b c b T
ab - a ,  c m33 -  yy b T J J  c a ( 4 .  55)
y c Ta 3 , a  3
= ( y ° T «
) , ( 4 .  56)
y ,3  = Mya < 3
—c, a  - y y  b a  c ( 4 .  57)
, Cma3
yMa T J |3  ( " a "  / , 3 cA > a3a pb d ( 4 .  58)
y T 3 3 1 3 = ( y T 3 3 ) ^  + y y g b ^ T 33 ( 4 .  59)
M ost  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  h a v e  b e e n  g i v e n  i n  N a g h d i  [ 1 0 ] .  
The  few t h a t  a r e  n o t  g i v e n  c a n  b e  d e r i v e d  i n  a  few 
s i m p l e  s t e p s .
B e s i d e s  t h i s  g r o u p  o f  e q u a t i o n s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
d e r i v e  s i m i l a r  r e l a t i o n s h i p s  f o r  a  t h i r d  r a n k  t e n s o r  
Ta ^ ° | c  w h ic h  w i l l  be  u s e d  i n  C h a p t e r  5 .  C o n s i d e r  t h e
p h  n n
c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  o f  T w i t h  r e s p e c t  t o  x .
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mabc = Ta b c  + r  c „ a b d  + r  b a d c  
| c  , c  dc  dc
+ r  a ip^b ^ j. r
d c  3c
+ r _  b Ta 3 c  + r 0 a T3bc  (i] . 6 0 )3c 3c
W i t h  t h e  h e l p  o f  ( 4 . 3 5 )  a n d  ( 4 . 2 2 ) ,  t h i s  c a n  b e  w r i t t e n  
a s
Ta b e  .  Ta b c  + ^  n a b d  - b  n ado 
| c  | |c  ^ n Hd | | c  Hn p d | | c
+ ^ S | | o T<ib0 -  ^ b ' Tab3
bb e Ta 3 c  _ y a b e T3b c  ( 4 . 6 1 )
' e  c pe c
d iN e x t ,  b o t h  s i d e s  a r e  m u l t i p l i e d  by  yy y K an<3 become
cl D
l  i ma b c  /  I  i ma b c \  . I  i —c n m
y,V b T | c  = (  a bb ) | | c  + '“'‘a W a l l o 1
a bd
+ ^ a ^ b ^ M l I c ^ 0 + y i i a ^ n y d | | c TdbC
-  y y ^ y ^ y ° b e Tab3  -  y y Ay f y b b e Ta 3 c  MMa Mb He c MMa Hb Me c
-  w ly bo
^ 0 ^ °  -  ^ a b b | | c T a b °  ^ - 6 2 >
T h i s  c a n  be  s i m p l i f i e d  w i t h  t h e  a i d  o f  ( 4 . 5 1 )  t o
S, i mabc
p,V b T lc - c Z i ma b c ) | | 0  - Z i —c. e ma b c  yy y, y b T a ^ t v e  c
+ yy^ 'b1Ta ^ c -  yyJ;bAT 3bc HHa  c b c ( 4 . 6 3 )
By a  s i m i l a r  p r o c e d u r e ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  c a n  b e  
d e r i v e d :
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yT 3 3 a *  ( u T 3 3 a ) n + yymb Tn 3 a  a  MHn  ma
+ w n bn ,a l 3 n a  ‘  » M fb * T 3 3 3 ( 4 . 6 9 )
y T 3 3 3 | 3  =  ( u T 3 3 3 ^ 3  +  y y a b * T 3 3 3 ( 4 . 7 0 )
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CHAPTER 5
APPLICATION TO SHELL THEORY
I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  e x t e n d e d  S e d o v - B e r d i c h e v s k i i  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  I s  u s e d  t o  d e r i v e  a  s e t  o f  s h e l l  
e q u a t i o n s .  The t o t a l  g e n e r a l i t y  o f  t h e  S e d o v -  
B e r d i c h e v s k i i  t h e o r y  i s  m a i n t a i n e d  w h e r e  p o s s i b l e ,  and  
s p e c i a l  c a s e s  a r e  shown t o  i l l u s t r a t e  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  
u s u a l  s h e l l  t h e o r y  d e r i v a t i o n s .
Momentum E q u a t i o n s
The momentum e q u a t i o n s  i n  t h r e e  d i m e n s i o n s  a r e  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  i n t e g r a l
r t 2
I 1 [ - p D v 0 + t x adT d t ( 5 . 1 )
v-* t 1
i n  e q u a t i o n  ( 3 . 1 0 ) ,  w h e r e  t h e  d e f i n i t i o n
(5-2)
h a s  b e e n  u s e d .
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The v a r i a t i o n s ,  6x , c a n  b e  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  » a
s h i f t e d  c o m p o n e n t s  by a p p l y i n g  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 0 ) ,  ( 4 . 2 8 )
6x = y c 6x a  a  c
6x^  =
( 5 . 3 )
I f  x a n d  x~ a r e  a s s u m e d  t o  h a v e  a  l i n e a r  v a r i a t i o n  a  3
i n  t h e  x^ d i r e c t i o n ,  t h e y  c a n  b e  w r i t t e n
*a = v a  + x e a
x 3 = w + XJ (S3
( 5 . 4 )
w h e r e  v  , 3 , 8 „ ,  w a r e  f u n c t i o n s  o n l y  o f  x , , x 0 . Theci 3. j  1 <L
p h y s i c a l  m e a n i n g  o f  t h e s e  q u a n t i t i e s  c an  b e  d e d u c e d  f rom
e q u a t i o n s  ( 5 - 4 ) ,  i . e .  t h e  m o t i o n  o f  a  p o i n t  on  t h e
m i d d l e  s u r f a c e  o f  t h e  s h e l l  (x ^  = 0) i s  d e s c r i b e d  by
v , w. A r o t a t i o n  o f  t h e  n o r m a l  b e f o r e  d e f o r m a t i o n  i s  a *
d e f i n e d  by  8 an d  t h e  e l o n g a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l l ySi
n o r m a l  f i b e r s  i s  d e n o t e d  by  8^ -  T h u s ,  t h e  o n l y  p h y s i c a l  
a s s u m p t i o n  i m p l i e d  by t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n  i s  t h a t  
s t r a i g h t  n o r m a l  f i b e r s  b e f o r e  d e f o r m a t i o n  r e m a i n  
s t r a i g h t ,  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  n o r m a l  o r  u n e x t e n d e d .
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P u t t i n g  ( 5 . ^ )  i n t o  ( 5 * 3 )  y i e l d s
<Sx = p°<Sv + j iCx ^6$  a a  c * a  c
Sx^ = 6w + x ^ 6 3 ^  •
( 5 . 5 )
From e q u a t i o n  ( 2 . 3 ^ )  a n d  t h e  r e l a t i o n
V ( a ) *  = ( g ) *  , ( 5 . 6 )
w h ic h  i s  o n e  o f  e q u a t i o n s  ( 4 . 3 * 0 »  t h e  v o lu m e  e l e m e n t s  
d x ,  c a n  b e  w r i t t e n
dx = u ( a ) ' *  d x 1d x 2dx^ ( 5 - 7 )
W i t h  ( 5 . 5 )  a n d  ( 5 - 7 )  s u b s t i t u t e d  i n  ( 5 . 1 )  a n d  t h e  
r e m a i n i n g  c o m p o n e n t s  e x p r e s s e d  a s  s u b t e n s o r s ,  ( 5 . 1 )  





V - J t  n
[- > a  + ^ a ( t a b | b  + ‘ ^ I b )  +
+ | - y  pDv + y ( f '  | b + t
b
[ "
p |   t 33 , 3 )  + wP3] 6w
+ | - p y y ° x 3Dva  + y y ° x 3 ( t a b , b + t a3 ,)
+ y y ^ x 3Fa J  6 3 Q
[ -
+ | - y x 3 pDv3 + y x 3 ( t 3 b | b + t 3 3 | 3 )
+ y x 3P3 63- ( a ) % d x Xd x 2d x 3d t ( 5 . 8 )
Prom e q u a t i o n  (*1.5*0* t h e  s e c o n d  t e r m  b e c o m e s
c, ab  
^ a *  lb
a3 ,lV, c ,  3b/  c, n b \  c —b . A , ^  ^
= K ‘  ) | | b  -  u a Jl b -  “V ( 5 . 9 )
A p p l y i n g  (*4.5®) t o  t h e  n e x t  t e r m  y i e l d s
^ 3  * + ( 5 . 1 0 )
S i m i l a r l y ,  w i t h  t h e  u s e  o f  ( 4 . 5 5 )  a n d  ( 4 . 5 9 ) ,  t h e  n e x t  
two t e r m s  w i t h  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e s  become
78
” t 3 V  -  K ) | | a  ♦ -  « * 33
u t 3 3 | 3  =  ( u t 3 3 ) , 3  +  w S ? b a t 3 3  •
The r e m a i n i n g  t e r m s  o f  t h i s  t y p e  a r e  o b t a i n e d
•3
p l y i n g  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  by  x .
"1,ax3tab |b = (ui,Sx3tnb)||b " w a'Tbbbx3ta3
... c 3 a 3  
a  t  13 -  « A * 3 ) , 3  '
a3
i c—b, £ 3, a3
+ •‘V jiV  b
b x 3 t 3b lb = ( |Jx3t3a)ll
c, 3, ab 
a  + b b a  c b x ‘
-  Wbob a x 3 t 3 3
y x 3t 33 = ^JXJ t3^33 )  3 -  y t 33 + y y “ b ^ ta c t 33 c a
( 5 . 1 1 )
( 5 . 1 2 )  
m u l t i -
( 5 . 1 3 )
( 5 . 1 * 0
( 5 . 1 5 )
( 5 - 1 6 )
Upon s u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 5 . 9 )  t h r o u g h  ( 5 . 1 6 )  
i n t o  ( 5 . 8 ) ,  t h e  I n t e g r a l  b e c o m e s
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J 1 =
• f t  ~d
V* t n
- phv; dv“  + ( p u ° t nb) ||b + ( p p “ t a 3 ) >3icr--aa
-  a b b t3t> + a a a pa] 5 v c
+ ^ - p y D v 3 + ( y t 3 a ) | | a  + (vJ t3 3 ) ^
+ y y a b c ^ t ab + y P 3 |6w
+ [ - p p p bx 3Dva  + ( Pp ax 3t nb) | |b  + ( Mp b x 3 t a 3 ) ;3
-  y b ° x 3t 3b -  y y ^ 3 + yMa x 3 F a ] 6 e c 
+ £ - p y x 3Dv3 + ( y x 3 t 3a) | | a  + ( y x 3t 3 3 ) j3
+ y y cb Kx 3t ab -  y t 33 K l a cb
+ y x 3P 3 163- ( a ) % d x 3d x 2 d x 1 d t  ( 5 - 1 7 )
N e x t ,  e a c h  t e r m  i n  ( 5 * 1 7 )  i s  i n t e g r a t e d  w i t h  
r e s p e c t  t o  x , a n d  t h e  r e s u l t i n g  . s t r e s s  r e s u l t a n t s  and  




b . c a ,  3 „„abyy t  dx c
- h / 2
M
h / 2
- h / 2
y y k x 3 t c a d x 3
f h / 2
Qa y t 3 a d x 3
- h / 2
f h / 2  
h / 2
y x 3 t 3 a d x 3
Q3 =
f h / 2
- h / 2
y t 33d x 3
Qa  =
f h / 2
h / 2
y t a 3 d x 3 Ta  =
f h / 2
- h / 2
y x 3t a 3 d x 3
P P = t a 3 l
h / 2
- h / 2
h / 2
- h / 2
* 3 = [ p t 33]
h / 2
- h / 2
Fc =
h / 2
- h / 2
y y ° F a d x 3
m3 = | y x 3 t 33J
h / 2












- h / 2
■h/2
- h / 2
h / 2
- h / 2
y F 3d x 3
pyy°D va d x 3a
pyDva d x 3
p c = Zc + Fc




- h / 2
■h/2
- h / 2
h / 2
- h / 2
3 ^ "3yx F dx
c 3n  a , 3 p y y o x Dv dx  a
*3 3 *3p y x ^ D v ^ d x
C C i I /C nCc -  m + M — L
c 3 = m3 + M3 -  C3
a  ^N o t e  t h a t  t h e  a s y m m e t r y  p r o p e r t y  o f  t  h a s  made 
i t  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  q u a n t i t i e s ,  Qa  a n d  Ta . I n  
t h e  c l a s s i c a l  t h e o r y  o f  e l a s t i c  s h e l l s ,  t h e s e  q u a n t i -
Q Q
t i e s ,  o f  c o u r s e ,  e q u a l  Q a n d  T r e s p e c t i v e l y .  I n  
f a c t ,  I f  t h e  a s s u m p t i o n  i s  made t h a t  t h e  f i b e r s  
o r i g i n a l l y  n o r m a l  t o  t h e  s u r f a c e  do n o t  e l o n g a t e ,  t h e n
Q
T d o e s  n o t  e n t e r  t h e  momentum e q u a t i o n s .  I t  i s  a l s o  
w o r t h y  o f  n o t e  a t  t h i s  p o i n t  t h a t  Nab  a n d  Mat> a r e
ah
a s y m m e t r i c  d u e  t o  t h e  a s y m m e t r y  o f  t  i n  a d d i t i o n  t o
82
t h a t  c a u s e d  by u . I n  o t h e r  w o r d s ,  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e ,
a.
q U Q.1)
w h e r e  t  i s  n o t  n e c e s s a r i l y  s y m m e t r i c ,  N a n d  M a r e  
n o n - s y m m e t r i c  e v e n  f o r  t h e  c a s e s  o f  t h i n  s h e l l s  w h e re  
y c i s  r e p l a c e d  by t h e  K r o n e c k e r  d e l t a .
cl
W ith  t h e  d e f i n i t i o n s  ( 5 . 1 8 ) ,  e q u a t i o n  ( 5 . 1 7 )  




,Tbc , c.~.b . c s.—
N | |b "  b b Q + p J 6 v c
+ [ « a |l a + b o b Nb°  + P 3] 6w
+ [ " b c i ib -  b b i b  + b s 5 b  - « °  + ' C] S f c
+ ,T b | |b + b c b MbC -  q3 + c3 ] 6f33 ( a )  2 d x £1d x xd t
( 5 . 1 9 )
S i n c e  t h e  v a r i a t i o n s  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  i n  
( 5 - 1 9 )  a r e  i n d e p e n d e n t  a n d  a r b i t r a r y  e v e n  when  1^ i s  
c o n s i d e r e d  p a r t  o f  ( 3 . 1 0 ) ,  t h e  momentum e q u a t i o n s  can  
b e  w r i t t e n  a s
. Tvft c * c.\b , c «
SV  N lib -  bb Q + p 0 ( 5 . 2 0 )
1
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6w: Qa .. + b c b Nbc  + p 3 = 0 ( 5 - 2 1 )
6 $ c : MbC| |b -  b b Tb + b b Tb -  Qc + c C = 0 ( 5 - 2 2 )
6|33 : Tbi| b + b c b Mbc -  Q3 + c 3 = 0 ( 5 - 2 3 )
OL 6I f  t h e  s t r e s s  t e n s o r ,  t  , i s  s y m m e t r i c ,  t h e s e  e q u a ­
t i o n s  r e d u c e  t o
NbCM b -  b b Qb + p c = 0 ( 5 . 2 4 )
« a | | a  + b c b Nb° + P 3 ’  0 ( 5 - 25)
MbC|| b -  QC + c c = 0 ( 5 . 2 6 )
A b  + b c b MbC -  Q3 + ° 3 = 0 ( 5 . 2 7 )
T h e s e  a r e  i n  a g r e e m e n t  w t t h  t h e  u s u a l  r e s u l t s  o f  
e l a s t i c  s h e l l  t h e o r y  i n  w h i c h  e l o n g a t i o n  o f  t h e  n o rm a l  
f i b e r s  i s  p e r m i t t e d  [ 5 3.
QH
I n t e r n a l  D e g r e e s  o f  F r e e d o m
The i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a r e  e x p r e s s e d  
t h r o u g h  t h e  E u l e r  e q u a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  <SAa  i n  t h e
r*
g e n e r a l  v a r i a t i o n a l  e q u a t i o n  ( 3 . 1 0 ) .  A n o t h e r  f o r m  o f  
t h i s  e q u a t i o n  i s  shown a s  e q u a t i o n  ( 3 . 2 3 ) .  T h i s  i s  a 
m ore  c o n v e n i e n t  s t a r t i n g  p o i n t  t o  i l l u s t r a t e  t h e  d e r i ­
v a t i o n  o f  t h e  s h e l l  e q u a t i o n s .




+ Ka e Y | YJ s 0 a 3 d Td t  ( 5 - 2 8 )
t l
w h e r e  Ea ^ = pha ^ -  pDJa ^ a n d  w h e r e  J a ^ ,  Ka ^Y a n d  h a ^ a r e  
t h e  c o n t r a v a r i a n t  f o r m s  o f  e q u a t i o n s  ( 2 . 5 8 ) ,  ( 3 - 2 4 )  and  
( 3 - 2 5 ) ,  a n d
At t h i s  p o i n t  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  know how 0 a3 
v a r i e s  a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s h e l l  s o  t h a t  t h e  
i n t e g r a t i o n  may be  c a r r i e d  o u t .  I t  i s  a s s u m e d  f o r  
s i m p l i c i t y  t h a t  ©a g> t h e  s h i f t e d  c o m p o n e n t s  o f  0 a g ,  a r e  
i n d e p e n d e n t  o f  x ^ .  T h i s  i s  s u f f i c i e n t  f o r  t h i s  demon­
s t r a t i o n  a n d  f u r t h e r m o r e ,  a g r e e s  w i t h  N a g h d i  [ 1 2 ]  f o r
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t h e  c a s e  w h e r e  0 ^  r e p r e s e n t s  t h e  r o t a t i o n  t e n s o r  a s  i n  
a b o d y  w i t h  c o u p l e  s t r e s s e s .






p ° 6 0  _a  c3
a  3c
6 0 33 6 0 33
( 5 . 3 0 )
The e q u a t i o n s  ( 5 * 3 0 ) ,  ( 5 . 7 )  c a n  b e  s u b s t i t u t e d  i n  
( 5 - 2 8 )  t o  g i v e
w h ere  ( 4 . 2 9 )  h a s  b e e n  u s e d  t o  make t h e  fo rm  o f  t h e
rv ft
t e r m s  i n v o l v i n g  t h e  s e c o r d  r a n k  t e n s o r  E p a g r e e  w i t h  
t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  s t r e s s  a n d  c o u p l e  r e s u l t a n t s  d e ­
f i n e d  p r e v i o u s l y .  The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  c a n  now b e
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r h / 2
,ab y y b ECad x 3 Rab = c
- h / 2
r h / 2
- h / 2
yyb x 3Ec a d x 3pc
r h / 2
>C3 yKc 3 d x 3 R ° 3 =
- h / 2
r h / 2
,3c y E 3 c d x 3 R3 c
- h / 2
/ h / 2
- h / 2
r h / 2
- h / 2
y x 3Ec 3 d x 3
y  ( 5 . 3 2 )
y x 3 E3 c d x 3
r h / 2
,33 „ yE33d x 3
- h / 2
W ith  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 5 * 3 2 )  a n d  t h e  u s e  o f  
( M. 6 3 )  t h r o u g h  ( 4 . 7 0  ) a e q u a t i o n  ( 5 - 3 1 )  becom es
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T2 = Pd c  -  b d Rb c  +
v J
K # “ b) ||b  + K ^ ab3) ,
-  „iaCb^Ka3b  -  wy^b°K3 b a | 6 0  , HHa  b b a  I cd■]■
+ [ p c3 -  b aRa 3  + « K a 3b ) | | b  + (pMbKa 3 3 ) _ 3
. c d. Tira b e  , c T,
+ a l , a yb b d e K ~ y b a K J “ “ c3:33a ] 6 e .
[■
+ I P 3c -  b cR3 a  + K K3ab) iib + « k*33) ,
+ y y cy ? b ,  Ka b e  -  y b c T33a*l60_M a  b d e  a  J 3c
+ [ p 33 + (yK33a) | | a  + ( mK3 3 3 ) ; 3  + PPa b a o Kb 3 c
+ y y a b K3 b c "| 60_-, KPb a c  J  33 ( a ) ' *  d x 2 d x d d t  ( 5 - 3 3 )
The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  c a n  now b e  a p p l i e d  t o  t h e  
t e r m s  i n v o l v i n g  Ka ^Y :
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r h / 2
abc c b , , e d a ,  3 y y e b d K d x °
- h / 2
3bc
- [ ^ > y d3]
h / 2
- h / 2
a3c
r h / 2
- h / 2
y y ° K d 3 a d x 3
Lab3 =
r h / 2
- h / 2
y y b K3 d a d x 3
33c
h / 2
= [uM°Ka 3 3 j
- h / 2
a33 _
r h / 2
yK3 3 a d x 3
- h / 2
l 333 = ruK3 3 3 j
h / 2
- h / 2  y
( 5 . 3 * 0
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With t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  ( 5 * 3 * 0  i n t o  ( 5 * 3 3 ) »  t h e  f i n a l  
g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  t h e  i n t e g r a l  i n v o l v i n g  t h e  i n t e r n a l  





nd c  . dDbc , Tb d c  , T 3dc  , d Tb 3 c  
P -  bbR + L lib + L '  b b L
-  b c Lad3] 6 0  a  J  c d
+ Pc3  -  b CRa3 + Lb 3 C|i y + L33c + b .  Le d c  l a  || b a e
,a 33 l-  b aL | { 0 c3
D
+ | P 3c  -  b ° R 3a + LbC3| | b + L3 3 c + b d e Le d c
'  ba t a 3 3 ] 4®3o
[ '
+ | P33 + La33 .| + L 333 + b Lc3a
11 cl 3.0
L c a 3 l  S(+ ba c L !5 0 33 ( a ) ^  d x 2d x dd t  ( 5 . 3 5 )
S i n c e  e a c h  o f  t h e s e  v a r i a t i o n s  i s  c o n s i d e r e d  i n d e ­
p e n d e n t  e v e n  when I 2 i s  p a r t  o f  ( 3 - 1 0 ) ,  t h e  e q u a t i o n s  
p e r t a i n i n g  t o  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  c a n  b e  
w r i t t e n :
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60■ : PdC -  b dRbc  + Lb d c |lv + L3 dc  -  b d Lb 3 ccd  b b b
-  b a La d 3  = 0 ( 5 - 3 6 )
cL
60 Pc3 -  b c Ra3 + Lb 3 Ci| . + L3 3 c + b ,  Le d c  c3 a  b d e
-  b ° L a 3 3  = 0 ( 5 . 3 7 )a
6 6 -  : P3 ° -  b CR3a  + Lb c 3 |i, + L3 3c  + b .  Le d c3c a  II b d e
-  b ° L a 3 3  = 0 ( 5 . 3 8 )
cl
60 : P33 + L a 3 3 .| + L333 + b Lc 3 a  + b L ca3  = 033 || a  a c  a c
( 5 . 3 9 )
O b v i o u s l y ,  e q u a t i o n s  ( 5 - 3 7 )  a n d  ( 5 . 3 8 )  w i l l  n o t  b e  
i n d e p e n d e n t  i f  t h e  v a r i a t i o n  i s  e i t h e r  s y m m e t r i c  o r  
a n t i s y m m e t r i c .  The e x a m p l e  o f  t h e  e l a s t i c  b o dy  w i t h  
c o u p l e  s t r e s s e s  w i l l  show t h e  e f f e c t  o f  a n t i s y m m e t r y  on  
t h e s e  e q u a t i o n s  i n  a  s u b s e q u e n t  s e c t i o n .
E n t r o p y  B a l a n c e
I n s t e a d  o f  t r y i n g  t o  i n t e g r a t e  t h e  e n t i r e  e n e r g y  
e q u a t i o n  a s  i t  a p p e a r s  i n  t h e  v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e ,  i t  
was  n o t e d  t h a t  t h e  e n e r g y  e q u a t i o n  c o u l d  b e  t r a n s f o r m e d  
i n t o  t h e  e n t r o p y  b a l a n c e  w h i c h  i s  a  much s i m p l e r  f o r m .  




r  _ ds  
L“ pe a ?  -
a  , „ a3  , n a 3y
q l a  + Q ctB "o S  I y]
f i t d x d t
( 5 . 4 0 )
w h e r e  t h e  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  t e r m  h a s  b e e n  d r o p p e d .
E n t r o p y  t e r m . The f i r s t  t e r m  i n  b r a c k e t s  c a n  b e  
w r i t t e n  a s
( b )
h / 2
Q -j 3 y P0 ^  d x ^ poe
- h / 2
h / 2
y — dx  ^p 0 d t ( 5 - 4 1 )
- h / 2
3
w h e r e  p^ i s  t h e  d e n s i t y  a t  t h e  c e n t e r  s u r f a c e ,  x -  0 , 
and  i t  i s  a s s um e d  t h a t  t h e  t e m p e r a t u r e  i s  u n i f o r m  
a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s .  W i t h  t h e  d e f i n i t i o n ,
h / 2
- h / ;
yps  dx , ( 5 . 4 2 )
t h e  e n t r o p y  f l o w  t e r m  c a n  be  w r i t t e n  a s
■r -  n dS 
( s )  “ PO0 d t  ' (5.43)
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H e a t  F l o w .  C o n s i d e r  n e x t  t h e  i n t e g r a l
r h / 2
( q )
- h /  2
q a i a  + q 3 | 3^ d x 3 . ( 5 . 4 4 )
T h i s  c a n  be r e w r i t t e n ,  u s i n g  ( 4 . 5 2 )  and ( 4 . 5 3 ) ,  a s
(q)
h / 2
[ (Pqa)l|a + ( w 3) ^ ] 13113
- h / 2
Wi th  t h e  d e f i n i t i o n s
=
h / 2
- h / 2
and
-  [ w 3]
h / 2
- h / 2
( 5 . 4 6 )
1 /  x c a n  be  w r i t t e n  a s
(q)
= ( f  n + Q3 
( q ) -  If a  * (5.47)
9 ^
w h e r e  Q||a  r e p r e s e n t s  an  a v e r a g e  v a l u e  o v e r  t h e  s h e l l
-3
t h i c k n e s s ,  a n d  Q. i s  t h e  h e a t  f l o w  t h r o u g h  t h e  t o p  a nd  
b o t t o m  s u r f a c e s .
P l a s t i c  D i s s i p a t i o n . B e f o r e  I n t e g r a t i n g  t h i s  t e r m
3
w i t h  r e s p e c t  t o  x , i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  how 
t h e  p l a s t i c  f l o w  t e n s o r ,  v a r i e s  w i t h  r e s p e c t  t o
3
x . I t  h a s  a l r e a d y  b e e n  s s s u m e d  t h a t  t h e  s h i f t e d  d i s -
3
p l a c e m e n t s  a r e  l i n e a r  i n  x , a n d  t h a t  t h e  s h i f t e d  com­
p o n e n t s ,  a r e  c o n s t a n t .  I t  c a n  e a s i l y  be shown t h a t
t h e  l i n e a r  d i s t r i b u t i o n  i n  s h i f t e d  d i s p l a c e m e n t s  
i m p l i e s  a q u a d r a t i c  s t r a i n  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  f o r m
ea b  '  Ea b } + ’‘M b ’ + ( x 3 )  e i b ) '
' a3
. ( 0 )
'a3
3 ( 1 )  
x e a3 r  ( 5 . ^ 8 )
' 33
= e ( 0 )
33
T h e s e  r e l a t i o n s h i p s  h a v e  b e e n  s hown  i n  N a g h d i  [ 1 0 ] ,  a nd  
Habj.p and  E b c i o g l u  [ 6  ] .  S i n c e  tt „ i s  t h e  sum o f  aOtp
p l a s t i c  s t r a i n  r a t e  and  v o r t i c i t y ,  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a
3
q u a d r a t i c  d i s t r i b u t i o n  i n  x J w o u l d  be  c o m p a t i b l e  w i t h  
p r e v i o u s  a s s u m p t i o n s .
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T h e r e f o r e ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t
IT , = U I ii ,ab Ka \  cb + x 3? ' } ^    c | 3 /
.  ,  = ( V < ° >  +
a 3  \  c 3  c 3  /
x ,  = ( ? < ° >  + X3? ' 1 ’ )3 a  \  3 c  3 c  J
>
7T33  ^ 3 3  *
( 5 - 4 9 )
The i n t e g r a l  f o r m  o f  t h e  d i s s i p a t i o n  t e r m  t h e n  becomes
I ( P )
h / 2
[
- h / 2
+ mQ£ 3 ^ ° >  + x 3yQ* 3? ( l )  + uQ3 ^ - ( 0 )
+ x 3yQ35'Tt^J) + yQ3 3 7T3 3 J d x 3 ( 5 - 5 0 )
The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  c a n  be  u s e d  t o  s i m p l i f y
Q/ O
( 5 . 5 0 ) .  The n o t a t i o n  i s  c h o s e n  t o  show t h a t  when Q 
i s  e q u a t e d  t o  t h e  s t r e s s  t e n s o r  p a ^ ,  t h e  a s s o c i a t e d  






r h / 2
- h / 2
f h / 2
- h / 2
h / 2
- h / 2
h / 2
- h / 2
£riam , 3 y y a Q d x J
yQ3 a d x 3
yQa 3 d x 3




- h / 2
h / 2
- h / 2
h / 2
- h / 2
U t / x 3Qamd x 3cl
MX3Q3 a d x 3
y x 3Qa 3 d x 3
y  ( 5 . 5 1 )
I ( P ) l s > t h e n ,
( P ) + } “ *<*>
+ Qa T T ^ } + Ta 7r^a } + Q3 tt33 ( 5 . 5 2 )
D i s l o c a t i o n  T e r m . The a s s u m p t i o n  f o r  t h e  q u a d ­
r a t i c  f o r m  o f  tt ^ i s  a g a i n  u s e d  t o  h e l p  i n t e g r a t e  t h i s  
t e r m ,  b u t  i n  t h i s  c a s e  t h e  f o r m  o f  t h e  s h i f t e d  compo­
n e n t s  i s  d i f f e r e n t .
' t h i s  a s s u m p t i o n  i s  n e c e s s a r y  s o  t h a t  t h e  d e f i n i n g  e q u a ­
t i o n s  o f  r e s u l t a n t  q u a n t i t i e s  a g r e e  i n  f o r m  w i t h  t h o s e  
o f  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  s e c t i o n .
E q u a t i o n s  ( 4 . 4 3 )  t h r o u g h  ( 4 . 5 0 )  a r e  u s e d  t o  s h i f t  
t n e  c o m p o n e n t s ,  ',Ta 3 j y j  a n d  t h e  d e f i n i t i o n s  ( 5 * 3 4 )  a r e  
e x t e n d e d  t o  by d e n o t i n g  t h e m  by L3^ 0 , e t c .  W i t h
t . i iuse s u b s t i t u t i o n s ,  t h e  d i s s i p a t i o n  t e r m  b e c o m e s
98
E n t r o p y  B a l a n c e  i n  S h e l l  N o t a t i o n . I f  a l l  o f  t h e  
a bo v e  t e r m s  a r e  c o l l e c t e d ,  a n d  6 t  I n  e q u a t i o n  ( 5 . ^ 0 )  i s  
c o n s i d e r e d  a r b i t r a r y ,  t h e  e n t r o p y  b a l a n c e  b e c o m e s
o dS na  n 3 , 7 cb  a — , f c 3 a —
p  n  0  -3- r -  =  - Q .  II -  0  +  L  TT , 11 +  L  IT „ | |
0 d t  at) c  a 3 c
. r c a 3 — , / Kni~c3^ , , £ f cm3\ - r  + L  TT n i| + ( b L + b L ) Tr 03a  c \  c c /  £m
, r c a b -  , ^ a b c —-  b, L ir -  b. L ir~be  a  3 be  3a
h ( - b  l ' c 3 a  -  b  £ic a 3\<jr + Nm £ 7TpJ  
\  a c  a c  /  3 3
jj.m£—^  , ~a—( 0 )  ?xa—( 1 )  , s - a - (O)
+ M + Q wa 3  lra 3  + <a ” 33
+  +  3 3 -.3 i , ,  ( 5 . 5 5 )
; a  5 5
I n  ( 5 - 5 5 )  j -ir£m a nd  Tr£ ^  5 17 £m^ a r e  n o t  i n d e P e n d e n t
q u a n t i t i e s ,  b u t  m e r e l y  d i f f e r e n t  w a y s  o f  e x p r e s s i n g  
^ a b ’ s P a c e  c o m p o n e n t s .  T h i s  p r o c e d u r e  i n t e r r e l E
e x p l i c i t l y  p l a s t i c  d e f o r m a t i o n  a n d  d i s l o c a t i o n s .
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C o n s t i t u t i v e  E q u a t i o n s
I n  ( 3 . 1 0 ) ,  t h e  I n t e g r a l  p e r t a i n i n g  t o  t h e  
s t r e s s - s t r a i n  e q u a t i o n s  i s
I , .  =
h / 2
- h / 2  L
, ag  8U \ ,  ( e )a  -  p — r  6 e( e ) / ag
ag
de ag
d t d t  ( 5 - 5 6 )
w h e r e  a l l  o f  t h e  t e n s o r  c o m p o n e n t s  h a v e  b e e n  c o n v e r t e d  
t o  E u l e r i a n  f o r m .
I n  k e e p i n g  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  p r e v i o u s  
s e c t i o n ,  i t  i s  now a s s u m e d  t h a t
e ( e ) = / / Y( e )  + x 3K( e ) '  
ab y a V J l b  x Ki b  .
( e )  ( e )  3 ( e )' v 4- y i/*
' a3  a3  a 3 (5.57)
. ( e )  ( e )
' 33  33
a n d
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(p) = u£( V p) + x 3 k ( p ) ^) "ab yaVY£b x K*b /
e <P> = ( P )  + x 3 k ( p ) ^
a 3  a 3 a 3
( p )  = Y(p)
3 3  33  *
( 5 . 5 3 )
Wi t h  s u b s t i t u t i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  p r e v i o u s l y  m a d e ,  
e q u a t i o n  ( 5 - 5 6 )  b e co me s
vJt
, A .ab 
a °
ii 9U W_. (e )  
-  pppa  T T ^ ] 6 ^  
ab
. , 3 i  ab  3 I  9U 1.  ( e )+ (XJ MPaO -  X3pUPa  —
j , a3  9U \ x ( e )
+ I MO -  pp - ^ T e T j 5 ^
. . 3 a3  9U \ c ( e )+ | U- '  a  J -  PK i K a 3
9e a3
, i 33 9U \ x ( e )
11,0 "  PIJ 3 3
+ . . . s i m i l a r  p l a s t i c  t e r m s . . . ( a ) J5d x 3d x 2d x 1d t
(5-59)
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N o t i n g  t h a t
y i e l d s
9U





( 5 . 6 0 )
a n d  d e f i n i n g
r h / 2
U = pyUdx j
- h / 2
( 5 - 6 1 )
t f t '
,b£ „b £ J e )
« “  -  ^ h r H V  +9y.a3
9 K




9U U . ( e )
^ r | 6 r 33
33
+ s i m i l a r  p l a s t i c  t e r m s . ( a ) ' 2 d x ^ d x ^ d t
( 5 - 6 2 )
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The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  ( 5 . 6 2 )  g i v e  t h e  c o n s t i t u ­
t i v e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  s t r e s s  and  c o u p l e  r e s u l t a n t s  and 
t h e  s t r a i n  m e a s u r e s .  U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  o f  s m a l l  d i s ­
p l a c e m e n t s  t h e y  a g r e e  w i t h  t h o s e  i n  N a g h d i  [ 9  ] .  I n  
g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  t h e y  a r e  n o t  e x a c t l y  t h e  same  a s  
H a b i p ' s  [ 5 ] .  The d i f f e r e n c e  i s  i n  t h e  m e t h o d  o f  d e f i n ­
i n g  t h e  m e a s u r e  o f  s t r a i n .  H a b i p  [ 5  ] u s e s  t h r e e  i n d e ­
p e n d e n t  t e r m s  f o r
^  ^  < 5 . 6 3 ,
w h e r e a s  i n  t h i s  wo r k  o n l y  t wo  a r e  i n d e p e n d e n t  a s  i n  
e q u a t i o n s  ( 5 - 5 7 ) -
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
I n t e g r a t i o n  o f  t h e  b o u n d a r y  t e r m s  o f  ( 3 . 1 0 )  i s  
s t r a i g h t f o r w a r d  a nd  p r e s e n t s  no  new m e t h o d s  o r  t e c h ­
n i q u e s  . As an  e x a m p l e  o f  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  s t r e s s  and 
c o u p l e  r e s u l t a n t s  a t  t h e  b o u n d a r y ,  i n t e g r a t i o n  y i e l d s
w h e r e  n  a r e  t h e  s h i f t e d  c o m p o n e n t s  o f  n , t h e  u n i t  a  a.
n o r m a l  t o  t h e  b o u n d a r y  s u r f a c e .
Summary o f  S h e l l  E q u a t i o n s
The  f i e l d  e q u a t i o n s  o f  s h e l l  t h e o r y  d e r i v e d  i n  t h i s  
c h a p t e r  c a n  be  s u m m a r i z e d  i n  t h e  f o l l o w i n g :
Momentum
[ 5 - 2 0 ]
®a | | a  + b c b NbC -  e 3 “  0II
[ 5 . 2 1 ]
MbC| | b -  b b Tb + b ^ f h  -  Q° + c C = 0 [ 5 . 2 2 ]
Tb | | b  + b c b Mbc -  a 3 + ° 3 -  0 [ 5 . 2 3 ]
S y m b o l s  a r e  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 5 - 1 8 ) .
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I n t e r n a l  D e g r e e s  o f  F r e e d o m
P d c  d Rb C + L b d c + L 3 d C - b j L b 3 0 - b ^ L a d 3  = 0 [ 5 . 3 6 ]
b TLJ || b "  u b u a
Pc3 -  b CRa3 + L b 3 c „ l + L33C + b ,  Le d C - b ^ L a33 = 0 [ 5 . 3 7 ]a ^  | | b TiJ de
P 3c  -  b CR3a + Lb c 3 M, + L33c  + b , LedC -  b ° L a 33  = 0 [ 5 - 3 8 ]a  | |b de  a
P33 + I a 3 3  + l 333 + b L c 3 a + b  Lc a 3  = 0 [ 5 - 3 9 ]a  ac  a c
S y m b o l s  a r e  d e f i n e d  i n  ( 5 - 3 2 )  a n d  ( 5 - 3 4 )  
E n t r o p y  B a l a n c e
« dS n a  ^3 , T cb a — , ? c 3 a —
p0 d t  “  | | a  "  ^  a b | | c  a 3 | | c
c a 3 —
+ L " “ J , , 3 a | | c  + ( b c b ° 31  + b ? Cm3) , , t a
, r c a b — K ? a b c —
" be  *a3 ~ b e  3 a
( b  Lc 3 a  + b L c a 3 W - o  +\  a c  a c  /  33 *m
+ Qa *<°> + + i a 4 b )  + Q3 3 it33
[5.55]
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S y m b o l s  a r e  d e f i n e d  by ( 5 .  *19),  ( 5 - 5 1 )  a nd  ( 5 . 3 * 0 ,
eno l  
otBY
wher e  La ^ c d o t e s  t h a t  Qa ^  I s  u s e d  I n  t h e  I n t e g r a n d
i n s t e a d  o f  K












































3y Tp I33 )
( 5 . 6 5 )
The s y m b o l s  i n  t h i s  c a s e  a r e  d e f i n e d  by ( 5 * 1 8 )  w i t h
fv R n  At  = a , t h e  s y m m e t r i c  s t r e s s  t e n s o r ,  and by ( 5 * 3 2 )  
w i t h  Ea ^ = \pa  ^3 a  s y m m e t r i c  p l a s t i c  s t r e s s  t e n s o r .
An A p p l i c a t i o n
Assume a s  i n  C h a p t e r  3 ,  t h a t  t h e  r o t a t i o n  t e n s o r  
c an  b e  w r i t t e n  a s
A l s o  a s s u m e  t h a t  t h e  L a g r a n g l a n  i s  a  f u n c t i o n  o f  e
to , s .  a n d  L o n l y ,  and  t h a t  t h e r e  a r e  no t e r m s  i n  y v 5 5 p J 3
o t h e r  t h a n  t h o s e  f o r  t h e  s i m p l e  e l a s t i c  c a s e  a s  i n  
( 3 * 2 8 ) .  I t  i s  f u r t h e r  a s s u m e d  t h a t  t h e  body  i s  e l a s t i c  
a n d  t h e r e f o r e  A01 -*■ Xa .
r* K
T h e s e  a s s u m p t i o n s ,  t o g e t h e r  w i t h  ( 3 - 5 9 ) ,  r e d u c e  
e q u a t i o n  ( 5 - 3 5 )  t o
f t 2
I 2
v J t 1
+ ( p 3 ° -  b=R3 a )6« ,3 c [ a !5 d x ^ d x ^ d t ( 5 - 6 6 )
The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  ( 5 - 6 6 )  a r e
( 5 . 6 7 )
( 5 - 6 8 )
d c b eBy t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s ,  P a n d  R a r e  e x a c t l y  e q u a l  
t o  N^0 a n d  Mb c  a n d  t h u s  e q u a t i o n  ( 5 - 6 ? )  i s  t h e
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s o - c a l l e d  s i x t h  e q u a t i o n  o f  momentum o f  t h e  c l a s s i c a l  
t h e o r y .  N a g h d i  [ 1 0 ]  h a s  d e r i v e d  t h i s  e q u a t i o n  I n  a 
s i m i l a r  m a n n e r .  E q u a t i o n  ( 5 . 6 8 )  s e r v e s  t o  r e d u c e
MbC| |b -  b ° rl,b + b b Tb -  Q° + CC = 0 [ 5 - 2 ? ]
t o  t h e  c l a s s i c a l  e q u i v a l e n t
Mb c | | b -  Qc + Cc = 0 . [ 5 . 2 6 ]
Though t h e s e  e q u a t i o n s  a r e  i m m e d i a t e l y  d e r i v a b l e  
f r o m  t h e  s y m m e t r y  p r o p e r t y  o f  t h e  s t r e s s  t e n s o r ,  t h e i r  
d e r i v a t i o n  i n  t h i s  m a n n e r  s e r v e s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  r o l e  
o f  t h e  i n t e r n a l  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  e q u a t i o n s  e v e n  i n  
t h e  s i m p l e s t  m o d e l .
Summary
T h i s  p a p e r  e x t e n d s  t h e  S e d o v - B e r d i c h e v s l c i i  v a r i ­
a t i o n a l  p r i n c i p l e  [ 1 ]  a n d  e m p l o y s  t h i s  e x t e n d e d  p r i n c i p l e  
i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  s h e l l  t h e o r y .
The e x t e n s i o n  o f  t h e  p r i n c i p l e  i s  a c c o m p l i s h e d  by 
t h e  u s e  o f  L a g r a n g i a n  m u l t i p l i e r s ,  a n d  a  r e d e f i n i t i o n  o f  
t e r m s  i n  o r d e r  t o  m a i n t a i n  t h e  o r i g i n a l  g e n e r a l i t y  o f
108
t h e  p r i n c i p l e .  The E u l e r  e q u a t i o n s  o f  t h e  e x t e n d e d  
v a r i a t i o n a l  p r i n c i p l e  p r o v i d e ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h o s e  ob ­
t a i n e d  i n  t h e  o r i g i n a l  p r i n c i p l e ,  e l a s t i c  and  p l a s t i c  
k i n e m a t i c  r e l a t i o n s ,  a n d ,  e l a s t i c  and p l a s t i c  c o m t i t u -  
t i v e  r e l a t i o n s .  A l s o ,  t h e  o r i g i n a l  E u l e r  e q u a t i o n s  a r e  
e x p r e s s e d  i n  a  m ore  p h y s i c a l l y  m e a n i n g f u l  f o r m .
E x a m p le s  a r e  g i v e n  w h i c h  show how t h i s  p r i n c i p l e  c a n  be 
a p p l i e d  t o  v a r i o u s  c l a s s i c a l  m o d e l s  w h o se  f o r m u l a t i o n  i s  
w e l l  known.
The e x t e n d e d  p r i n c i p l e  i s  a l s o  u s e d  t o  d e r i v e  a 
s h e l l  t h e o r y .  T h i s  i s  do n e  by i n t e g r a t i n g  t h e  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l  e q u a t i o n s  a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s h e l l .  
The d e r i v e d  t h e o r y  i s  " e x a c t "  w i t h i n  t h e  a s s u m p t i o n s  
c o n c e r n i n g  t h e  v a r i a t i o n  o f  d i s p l a c e m e n t s  an d  v e l o c i t i e s  
a c r o s s  t h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  s h e l l .  A l i n e a r  f o r m  i s  
a s s u m e d  f o r  t h e  s h i f t e d  d i s p l a c e m e n t s  a n d  v e l o c i t i e s .
A c o m p l e t e  s e t  o f  e q u a t i o n s  i s  d e r i v e d  i n c l u d i n g  
momentum e q u a t i o n s ,  e q u a t i o n s  i n v o l v i n g  i n t e r n a l  d e g r e e s  
o f  f r e e d o m ,  an  e n t r o p y  b a l a n c e ,  c o n s t i t u t i v e  r e l a t i o n s ,  
a n d  some t y p i c a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  An a p p l i c a t i o n  i s  
a l s o  g i v e n  w h ic h  s h o w s  how t h e  d e r i v e d  e q u a t i o n s  r e d u c e  
t o  t h e  c l a s s i c a l  e q u a t i o n s  f o r  a  s p e c i f i e d  c a s e  o f  an 
e l a s t i c  s h e l l .
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APPENDIX A 
DERIVATION OF TYPICAL VARIATIONAL TERM
C o n s i d e r  t h e  t e r m
3A 6
* Aas yv
I t  i s  r e q u i r e d  t o  e x p r e s s  t h i s  t e r m  i n  t e r m s  o f  t h e
GLi n d e p e n d e n t  v a r i a t i o n s }  <SA ^ , a n d  fit f o r  t h e  volume,  a n d
fi ,Aa f o r  t h e  b o u n d a r y ,  j- y . - °
By u s i n g  ( 2 . 4 2 ) . a n d  d e f i n i n g
“ V  = - P - r  ( A - l )
as yv
t h e  a b o v e  t e r m  c a n  be w r i t t e n  a s
s * “V s  J )  = S , UV  « ( a ° Y  , -  S / Us  V  s a “A \  yv /  A a \  [ v | y ] /  A yv a  w
( A- 2 )
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u\)
S i n c e  i s  a n t i s y m m e t r i c  i n  t h e  i n d i c e s  y ,  v ,  t h e
b r a c k e t s  c a n  be  d r o p p e d  f r o m  t h e  f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t .  
The a p p l i c a t i o n  o f  ( 2 . 3 5 )  t o  ( A - 2 )  y i e l d s
s / V s  MA \  y v  /
w he re  t h e  s i g n  h a s  b e e n  c h a n g e d  on  t h e  l a s t  t e r m  by
^  0) Vu s i n g  t h e  a n t i s y m m e t r y  p r o p e r t y  o f  a ^  . The dummy 
i n d i c e s  n a v e  a l s o  b e e n  r e a r r a n g e d .
S i n c e  t h e  o r d e r  o f  v a r i a t i o n  a n d  d i f f e r e n t i a t i o n  
c a n  be  i n t e r c h a n g e d ,  ( A - 3 )  c a n  be  w r i t t e n
■■ y v .  A\
O /  J  o  )A \ yv / -  (S/V 6 , A a ) ,  -  (o/V V 6 nAa\  A a l  v / | y  \  A a / |  y 1 \
- ( a , u v BX DAa . 11 . . f i t  + ( a ,  ** VB'A a v /  yV 6 . U X V  DAa 6 t  1  \  A a / 1  y y
+ 3 “ VS yBX 6Aa A vo) a y (A-H )
S / V  i J h a  , )  -  ff. d ( a “  i WA a  1 \  v | y /  A a  \  v | y /
+  S  “ VS V 6A°  ( A— 3 )A vw a y J '
I l l
T h i s  c a n  be  s i m p l i f i e d ,  by  a g a i n  a p p l y i n g  ( 2 . 3 5 ) ,  t o
3/Vs X)  = -  ( x 9 . S  PV « . A a  ), . + (S'Vl i f .A \  yv /  \  A v a l  y / | B  ' A a / | v
a
v y
x ^ . i . S t  + 6 , “ VS . P BX 6Aa 
\  v y  A y  | B A v o j  a  y
( A - 5 )
w h e r e  s i g n s  w e r e  c h a n g e d  by u s i n g  t h e  a n t i s y m m e t r y  
p r o p e r t y  o f  o vlJ\  a n d  was  i n t r o d u c e d  by t h e  d e f :
t i o n  ( 2 . 3 0 ) .  E q u a t i o n  ( A - 5 )  i s  t h e  d e s i r e d  f o r m .
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